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15. Modelos Aleatérios de Periodo Unico

Até agora todas as variaveis exdgenas do modelo foram supostas conhecidas. Na vida real nem sempre assim acontece,
pois nem sempre se consegue prever com exactiddo o que vai acontecer. As duas variaveis mais sujeitas a situacoes de
incerteza sé@o o prazo de reaprovisionamento e a procura do produto, ou dos produtos, sobretudo esta ultima.

Existem diversos niveis de incerteza sobre uma variavel ou qualquer fendmeno em geral, variando desde a situacédo de
incerteza maxima, em que se desconhece completamente essa variavel ou esse fendémeno, até a situacdo em que se
conhece o0 seu comportamento probabilistico, isto €, a situacdo em que se conhece a respectiva distribuicdo de
probabilidade, caso em que o modelo é chamado de aleatorio. Também se diz neste caso - modelos aleatérios - que
estamos perante um problema de decisdo face ao risco (Bento Murteira). Alternativamente, podemos ter situacdes de
“‘incerteza absoluta”, em que se desconhece completamente o comportamento das variaveis, até outras situacdes de
“‘incerteza intermédia”, em que se conhecem por exemplo alguns momentos da variavel aleatoria em questdo, por
exemplo a média e a variancia, mas se desconhece a distribuicdo de probabilidade (como se sabe, podemos ter uma
infinidade numeravel de distribuicdes de probabilidade com a mesma média e a mesma variancia). Quando se conhece a
distribuicdo de probabilidade, pode calcular-se, caso existam, a sua média e a sua variancia (ha distribuicbes de
probabilidade que nédo tém variancia, caso da distribuicdo de Cauchy, pois o integral para obter a variancia diverge). Em
todas as situacBes em que ndo se conhece o comportamento probabilistico das variaveis diz-se que o modelo é um
modelo em futuro incerto e o problema de decisédo € um problema de deciséo face a incerteza (Bento Murteira).

Deve notar-se que 0os modelos de incerteza maxima nao tém interesse pratico, pois quando se comercializa um produto
existe, naturalmente, algum conhecimento sobre 0 mesmo. Digamos que em muitas situacdes, na pratica comercial, se
conhece o comportamento probabilistico da ou das variaveis, situagdo que configura os modelos aleatorios, mas também
existem, embora menos frequentes, situacbes em que se conhecem apenas aspectos parciais do comportamento de
variaveis sujeitas a incerteza.

Este capitulo e os proximos tém em conta a incerteza na procura, a principal variavel sujeita a incerteza e, em
complemento, algumas situacdes de incerteza também no prazo de reaprovisionamento. Comecamos pelos modelos de

periodo unico. :
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O modelo de periodo Unico, ou modelo estatico, é essencialmente caracterizado pelo estudo de um so periodo, que pode
ser um dia, uma época do ano, uma estacdo, ou qualquer outro intervalo de tempo. Este intervalo de tempo é finito e nele
apenas se toma uma decisdo de encomenda, caracterizada pelo montante a encomendar para fazer face a procura nesse
periodo.

Existem inUmeras situacfes em que estamos perante um problema deste tipo. Por exemplo, a gestdo de pecas
sobressalentes para um determinado periodo, a gestdo de produtos pereciveis, a gestdo de produtos de moda, etc., mas
duas situacdes muito tipicas sdo a gestdo quanto a quantidade de jornais a encomendar, por exemplo diariamente, ou a
decisédo quanto ao numero de arvores de Natal a encomendar para fazer face a procura durante esta época festiva. Por
isso, este modelo € também conhecido como o “Modelo da Arvore de Natal” e como o “Modelo do Vendedor de Jornais”.

Em contexto deterministico, 0 modelo de periodo Unico tem uma deciséo trivial: encomenda-se exactamente a quantidade
prevista, que € conhecida. Em contexto de incerteza, a situacao é diferente, pois ndo sabemos exactamente qual vai ser a
procura. Por isso, este modelo é apenas agora abordado.

15.1 Modelo Sem Stock e Sem Custo de Encomenda

Vamos supor que a distribuicdo da procura para o periodo em causa é conhecida e que ndo existem unidades em stock
(de qualquer eventual encomenda anterior) nem custos fixos associados a realizagdo da encomenda.

Seja:

V — Precgo de venda do produto

C — Custo unitario do produto

v — Preco de venda apos o periodo (venda em saldo)

p, — Custo de ruptura em sentido estricto, isto €, custo adicional por unidade em ruptura (falta). E um custo unitario
variavel

h — Custo de posse, por unidade em stock no fim do periodo
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X — Variavel aleatoria procura no periodo, com funcéo de probabilidade (no caso discreto) ou de densidade de
probabilidade (no caso continuo), f(x), conhecida

Q — Quantidade a encomendar para o periodo
G — Ganho no periodo

Como v e h dependem igualmente do stock no fim do periodo, considera-se I = v — h como o preco de venda liquido
apos o periodo.

O Ganho no periodo € dado pela seguinte funcao de variavel aleatoria:

VX-CQ+1(Q-X) X<Q

G(Q)={VQ—CQ—p,,(X—Q) X>Q

Nota. A opc¢ao pela realizagdo da encomenda sup6e que o Valor Esperado do Ganho é ndo negativo, isto é, E[G(Q)] = 0,
ou entdo esta justificada por qualquer outra razdo estratégica. No caso de o preco de venda ser desconhecido, supde-se
igualmente que a realizagdo da encomenda ndo estd em causa, mantendo-se por isso a comercializagdo do produto.

Sendo a procura uma variavel aleatéria discreta, o valor esperado do € dado por

E6(@)] = ) [Vx—CQ+1Q@-DIf @)+ ) [VQ-CQ-py(x— OIf@

x=Q+1
ou seja, apo6s alguns simplificacdes, e sabendo que E[X] = u, vem

! "M‘°
[=}

ElGQI=0-Dp—-(C-DQ—-(V+py,—DYZlou1(x—Qf(x) (3.63)
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Para evidenciar as componentes que formam o ganho esperado, a expressao (3.63) pode ser apresentada na seguinte
forma:

E[GQI=Vp—-CQ +1[Q —p+ X3 g+11(x = Qf ()] — (V+Py) Lilor1(x — Q)f (%) (3.63a)

Em que a primeira parcela (Vu) indica a receita esperada, a segunda o custo de aquisicdo, a terceira a receita liquida
esperada com o stock final (saldos) e a ultima o custo esperado de ruptura (em sentido lato).

As condic¢des para que Q* seja um maximizante deste valor esperado séo

E[G(Q)] z E[G(Q" + 1))]
E[G(Q)] = E[G(Q" — 1)]

Ou seja, apos simplificacfes, devera verificar-se

! >pXx=20Q'+1) (3.64)

P(X>Q) 252

Se designarmos por H(x) = P(X = x) a funcéo de distribuicdo complementar, a expressao anterior vem

H(Q") ZmZH(Q* +1)

Como H(x) é nao crescente, com H(x) = 0, Q* devera ser o menor valor para Q tal que

H N ——
@+ )_V+pv—l
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Se designarmos por F(x) = P(X < x) a funcdo de distribuicdo da variavel aleatéria X, fungdo ndo decrescente, como se

sabe, F(0) = 1, entdo Q* devera ser o menor valor para Q tal que
V+p,—C

FQ =z = pol (3.65)

Por vezes faz-se p =V + p,, receita que se deixa de ter devido a ruptura mais o custo de ruptura em sentido estrito,
vindo para expressao anterior

p—C
F(Q)Zﬁ

Nota. A funcdo de distribuicdo complementar H(x) é de utilizacdo directa muito frequente em modelos aleatérios de
stocks, embora seja mais frequente estar tabelada a funcédo de distribuicdo, F(x), dai que se explicitem as expressdes
nesta ultima.

Sendo a procura uma variavel aleatéria continua, o valor esperado do é dado por

o

Q
Vx— CQ +1(Q — 0] f (x)dx + f VQ - €Q - p,(x — QIf ()dx

El6(0) = | )

0
ou seja, apos alguns simplificacdes,

E[G@]=W-Dp—(C-DQ~V+p,—D [, (x~ Q) f(x)dx (3.66)

A semelhanca do caso discreto, e com a mesma interpretacdo, a expressdo (3.66) pode ser apresentada na seguinte
forma:

E[G(Q)] = Vi — €Q +1[Q — p+ f; (x — Qf (x)dx] = (V +py) fy (x — Q)f (x)dx (3.662)
9
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ou ainda

E[6(Q)] = (V- Dp— (€~ DQ— (V+p, — D[[; xf(x)dx — QH(Q)]

Para que este valor esperado seja maximo, vem

dE[G(Q)
=~ D~ +p, - D@ + /@ - H@] = 0
isto e,
P(X > Q%) = H(Q") = c-!
ou
x» _ V+py—C _ p—-C
FQ) =3 = =70 (3.67)
sendo F(Q*) o valor da funcao de distribuicdo de X no ponto Q*.
Nota 1. Quando a variavel aleat6ria € uma normal, sabe-se da Teoria das Probabilidades que
[ - @fdx = o (L5) + (- @1 - @ (£4)] (3.68)

em que ¢ (%) € a funcdo de densidade estandardizada e ® (0%") a funcdo de distribuicdo estandardizada. Por outro

lado, com muita utilidade nos modelos de stocks, define-se a funcdo NL(y), designada em inglés por Normal Loss
function, que decorre da distribuicdo normal,

10
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NL(y) = ¢(y) — [1 - @(y)] (3.69)

gue habitualmente esta tabelada.

Fazendoy = %, vem para (3.67)

Jo - @f dx = oo (%) - (55) (1 - @ (S2)1} = oNLEY) (3.70)

que indica que no caso de procura hormal, 0 nUmero esperado de rupturas € proporcional ao seu desvio padrao,
multiplicado pela fungéo “Perdas da Normal” (Normal Loss).

Nota 2. A funcdo NL(y) ndo esta tabelada para valores negativos de y, pois prova-se que quandoy < 0
NL(y) = NL(-y) —y

Exemplo 19. Uma empresa vai instalar um equipamento complexo numa das suas linhas de montagem e pretende
determinar quantas componentes de pecas de substituicdo deve adquirir em relacdo a um elemento importante desse
equipamento. A componente custa agora 10 000 €. Porém, se for comprada posteriormente a instalacdo do equipamento
ter4 que ser fabricada por encomenda e custara 250 000 €. No fim do periodo de vida Gtil do equipamento, estima-se que
as componentes em sobra possuem um valor residual de 6 000 €. Prevé-se que o equipamento dure 5 anos e que,
durante esse periodo o niumero de substituicdes obedeca a uma distribuicdo de Poisson com média 2 unidades. Sem ter
em conta o valor temporal do dinheiro (ndo considerar taxa de actualizacdo), pretende saber-se quantas pecas
encomendar com o equipamento.

Formalmente a funcéo de Ganhos apresenta-se da seguinte forma:

6(Q) —~10 000Q + 6 000(Q — X) X<qQ
@) =1_10 0000 — 250 000(X — Q) X>0Q

11
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Vamos obter Q*, o qual devera ser o menor valor para Q tal que

250 000—10 000
F(Q) 2 250 000—-6 000 0,984

Através da tabela da distribuicdo de Poisson, com média igual a 2, verifica-se que Q* = 6, pois F(6) = 0,9955 > 0,984,
sendo o0 menor Q a verificar a condi¢do: F(5) = 0,9834 < 0,984

O custo esperado, que é dado por —E[G(Q)], pode ser obtido através da expressao (3.63):

Custo Esperado = —E[G(Q)]
=6000+2+(10000—6000)*6+ (250000—-6000)« (1 *f(7)+2*f(8)+3*f(9)+ )
=36 000 + 244 000 * (0,0034 + 0,0018 + 0,0006) = €37 415

Se utilizarmos a expressao (3.63a), o custo esperado dela decorrente € o resultado, respectivamente, dos custos de
aquisicao das pecas, das receitas esperadas de vendas de pecas sobrantes e dos custos esperados de ruptura: 60 000 —
24 035 + 1450 = € 37 415.

Exemplo 20. Uma organizacéo foi encarregada de realizar uma grande convencgao daqui a 6 meses e precisa de decidir
guantos quartos reservar no hotel da conferéncia. Para além da inscricdo na conferéncia, cada participante paga a
organizacdo $70 pelo quarto. Os quartos reservados agora pela organizacdo custam $50, mas esta ainda ndo sabe
guantas pessoas virdo a convenc¢do. Pensa-se que o0 numero de quartos necessarios seguira uma distribuicdo normal com
média 3 000 quartos e desvio padrdo 300. Se reservarem quartos a menos, a organiza¢ao garante, por sua conta, quartos
extra, mas vai ter de gastar por cada um $80 e, como sdo mais distantes, tornam-se incomodos e tém custos adicionais
com deslocac0es, estimados em $10 por quarto.

Quando se iniciar a convencdo, 0s quartos reservados mas nao necessarios podem ser devolvidos a geréncia que
devolve 30% do valor cobrado. A organizacao pretende decidir quantos quartos reservar ja para a convencao.

12
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Sendo Q o numero de quartos a reservar, a funcdo de ganhos da organizacdo na parte respeitante ao alojamento
apresenta a seguinte forma

6(Q) = 70X — 50Q + 15(Q — X) X<gQ
Q= 70Q — 50Q — 20(X — Q) X>Q

Sendo o custo de ruptura neste caso igual ao acréscimo, de $10 (= $80 — $70), relativamente ao que cobra, mais 0s
custos adicionais de $10, isto €, $20. O valor residual corresponde a devolugdo de 30% do preco de cada quarto ndo
utilizado, isto €, $15.

Vamos obter Q*, o qual devera ser tal que

. V+p,—C 70+20-50
F(Q) = T =

V+p,—1l 70+20-15

=0,533

Através da distribuicdo normal, verificamos que Q*= 3 025. Portanto, devem ser reservados 3 025 quartos. Como, de
acordo com (3.70),

3025-3 000

Jin,s(x — 3 025)f(x)dx = 300 * NL( =

) =300+ NL(0,08) ~ 300 0,36 = 108,1

substituindo em (3.66a), vem

E[G(Q)] = $70 = 3 000 — $50 * 3 025 + $15 * (30 25 — 3 000 + 108, 1) — ($70 + $20) = 108, 1
E[G(Q)] ~ $210 000 — $151 250 + $1 996 — $ 9 726 ~ $ 51 020.

Com esta decisao, o n° esperado de quartos extra € de 108,1 e o n° esperado de quartos devolvidos é de 133,1 (3025-
3000+108,1).

13
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Nota. Muitos autores formulam e desenvolvem o modelo de periodo Unico como um problema de minimizacdo de custos,
em lugar de um problema de maximizacdo de ganhos, com nos fizemos. E facil de verificar que em ambos 0s casos o
tema € desenvolvido com toda a generalidade, embora a abordagem pelos ganhos esperados nos pareca mais facil de
entender e, por isso, a utilizamos. Acontece que € preciso tratar adequadamente o custo de ruptura. Acontece que neste
caso se pretende minimizar o valor esperado dos custos, isto €, minE[CT(Q)]. llustremos com o exemplo apresentado.

Assim, suponha-se no exemplo anterior que a organizacdo pretende minimizara 0 custo esperado associado ao
alojamento contratado. Para a conferéncia. Os parametros do modelo associado & representacdo dos custos sdo: u =
3000; o0 =300; C=%50; l=$15 p=$80+$10 = $90, uma vez que neste caso a organizacdo vai desembolsar
$90 por cada quarto adicional que necessite.

A funcao de custos tem entdo a seguinte expressao:
_|50Q-15(Q — X) X<Q
T = {500 +90(X - Q) X>Q

sendo a solu¢do que minimiza o seu valor esperado é dada por
.~ P—C 90-50
F(Q) = =

p—1 90—15 >33

ou seja, Q*~ 3 025, como anteriormente. O custo esperado, incluindo as receitas esperadas com os quartos devolvidos, é
dado por:

E[CT( Q)] = 15 * 3000 + (50 — 15) = 3 025 + (90 — 15) fz;(x —3025) f(x)dx ~ $ 158 980

ou
E[CT(Q")] =50%3025—-15%(3025—-3000+ 108,1) + 90 +108,1 ~ $ 158980

Subtraindo este custo esperado a receita esperada, $70 « 3000 = $ 210 000, obtém-se o ganho esperado, $ 51 020.

14
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15.2 Modelo Com Stock e Sem Custo de Encomenda

A diferenca em relacdo ao caso anterior reside na existéncia de unidades em armazém. Pode acontecer que a realizacao
de uma nova encomenda nao se justifigue, dado que o stock existente estd em condicdes de satisfazer a procura tendo
em conta a maximizacdo do ganho esperado. Trata-se de avaliar qual a melhor decisdo, encomendar ou ndo, € no
primeiro caso, qual o montante. A andlise sera feita para o caso continuo, mas as conclusdes mantém-se no caso
discreto.

Designando por Q, 0 stock existente e por Q o montante a que o stock deve ser levado, a quantidade a encomendar sera
genericamente (Q — Qy), no caso de esta diferenca ser positiva, sendo, naturalmente, nula no caso contrario. Mantendo
as designacdes anteriores, a funcdo de ganhos no periodo é entdo:

VX - C(Q— Qo) +1(Q@—-X) X=4Q

¢ = {VQ— CQ-Q)-pX—Q  X>Q

Sendo o seu valor esperado, apés simplificagcdes, dado por

E[G(Q]=-Dp—(C-DQ+CQ — (V+p,—1 [, (x— @Qf(x)dx (3.71)

Como (3.71) difere de (3.66) apenas na constante €CQ,, a solu¢do Optima €, como se sabe, dada igualmente pelo valor Q*
a satisfazer

o V+p,—C
F(Q)_V+p,,—l

sendo a quantidade a encomendar dada por Q* — Q,. Em sintese:
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* Se Qp < QF, encomendar Q* — Q,
+ Se Qp = Q7, ndo encomendar (ndo esta contemplada a hipotese de devolver parte do produto).

Em conclusdo, no caso de ndo haver custo de encomenda, é muito simples, e este modelo tem uma resolucéo
semelhante a do anterior, apenas a quantidade 6ptima deve ser deduzida o stock existente para obter a quantidade a
encomendar, no caso de aquela ser superior a este, como se esperava, embora os valores esperados difiram na
guantidade CQ,, sendo neste Ultimo caso maior, visto ser necessario encomendar uma menor quantidade (em relacdo a
3.66, a expressa0 3.71 tem mais a parcela CQ,).

Imagine-se que no exemplo anterior, a organizacdo ja tinha reservado 100 quartos. A solucdo seria reservar 2 925 (=
3025 —100) quartos.

15.3 Modelo Sem Stock e Com Custo de Encomenda

Esta situacéo € igualmente muito simples, pois em relacdo ao modelo apresentado em 15.1, apenas ha que avaliar se o
custo da encomenda néo altera o sentido da decisdo, podendo inviabilizar a sua comercializagdo. Se designarmos por
E[G(Q)] o ganho esperado neste caso, este sera o ganho esperado dado por (3.66) menos o custo com a encomenda,
isto &,

E[G(Q)] = E[G(Q)] - A

Dado que 4 é uma constante, 0 maximizante E[G(Q)] &, evidentemente, 0 mesmo de E[G(Q)], isto é, Q*que verifique a
relacéo

V+py,—C

F(Q) =2

V+p,—1

16
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Existe encomenda, com montante dado pela expressao anterior, desde que E[G(Q)]—A >0, ou a decisdo de
encomendar seja justificada por outras razdes, estratégicas ou de politica empresarial. No caso das receitas serem
desconhecidas, a decisdo de encomendar, ou ndo, precede a analise do montante a encomendar, objecto desta anélise.

15. 4 Modelo Com Stock e Com Custo de Encomenda

Neste caso pretende satisfazer-se a procura durante um determinado periodo, mas existem ainda unidades em armazém
e a encomenda tem um custo associado. Pode acontecer que a realizacdo de uma nova encomenda néo se justifique,
uma vez que com o stock existente os ganhos esperados podem ser superiores aos obtidos com a realizacdo da
encomenda, visto os ganhos esperados, neste Ultimo caso, incluirem o custo com a realizacdo da mesma. Trata-se de
avaliar qual a melhor decisdo, encomendar ou ndo, e no primeiro caso, qual o montante. A analise € um pouco mais
complexa e sera feita para o caso continuo, mas as conclusées mantém-se no caso discreto.

A analise efectuada serd mais geral de modo a determinar o nivel de stock a partir do qual deixa de se justificar a
encomenda, ou seja o nivel de indiferenca. Seja Q, esse nivel de stock. Mantendo as designacfes anteriores, a
expressao geral do ganho esperado, para levar a encomenda até Q, é dada por

EGQ]=-4+ ¥ -Dp—(C-DQ+CQ — (V+p,— 1 [, (x - @f(x)dx (3.72)

que difere de (3.71) apenas por incluir o custo, 4, da encomenda. Ou seja, tem-se E[G(Q)] = E[G(Q)] — A. Claro que
(3.71) e (3.72) ttm a mesma solucdo 6ptima, visto A ser constante, e é dada pelo valor Q* a satisfazer

V+p,—C

F@) = V+p,—1
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Através da representacdo grafica das duas fungbes, que sdo paralelas, vamos analisar em que condi¢cdes deve ser
efectuada a encomenda.

a2

Ganho | Esperado

_____________________ E[G(Q)]

E[G(Q)]

v

S
=

Qo Q Q

O valor de Q, é determinado de modo a que seja E[G(Qq)] = E[G(Q*)], ou seja, o valor de stock existente que torna
indiferente ndo encomendar ou fazer uma encomenda para levar o stock até Q* (encomendar Q* — Q,), como se verifica no
gréafico. Considerando a figura acima, sendo S, 0 stock existente, as situacdes a analisar sdo:

1. Sp<Qp
2. Qp<Sp,<Q
3. §,>0Q"

18
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1. So<Qo

Sendo o stock igual a §,, 0 ganho esperado sera dado por E[G(Sy)] = (V—-Du+ 1Sy — V+p,— 1D f;;(x —So)f(x)dx, no
caso de nao haver encomenda, valor que € inferior a E[G(Qo)] = V- Du+1Qo— (V+p,— 1D f;;(x — Qo) f(x)dx, sendo,

portanto, também inferior a E[G(Q*)]. Logo, deve levar-se o stock até Q*, isto &, isto é, encomendar-se Q* — S,, € 0 ganho
esperado 6ptimo é dado por E[G(Q*)]. Portanto, a solugédo 6ptima consiste em encomendar Q* — S,.

2. Qp<Sy<Q"

Como as fungdes sao cbncavas, e sendo 0 maximo de_E[E(Q)] obtido no ponto Q*, entdo temos que qualquer valor de
E[G(Q)], para Q¢ < Q < Q™ é inferior aE[G(Qqy)] = E[G(Q")] e, claro, a E[G(Q)], ndo havendo vantagem em fazer a
encomenda. A solucdo éptima sera utilizar apenas o stock S, existente.

3. §,>0Q°

Igualmente, qualquer valor de E[G(Q)], para Q* < Q < Q,, € inferior a E[G(Qy)], e a E[G(Q)], tal como no caso anterior,
nao ha vantagem em fazer nova encomenda, isto €, a solucao Optima consiste em utilizar o stock S, existente. A situacao
Sy > Q4 é eliminada, pois tem igualmente um ganho esperado sempre inferior, ndo havendo lugar a encomenda.

Em sintese,
*+ Se Sy < Qp, encomendar Q* — S,
+ Se Sy = Qp, ndo fazer a (nova) a encomenda

Finalmente, o valor de Q, obtém-se igualando o valor esperado sem encomenda e o valor esperado com encomenda,
havendo um stock inicial de Q,, tendo-se determinado previamente o valor de Q*. Isto €, no caso continuo, resolve-se a
seguinte equacao em ordem a Qy:
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E[G(Q)] =V —-Dp +1Qo—(V+p, - D . (x = Qo) f(x)dx =

—A+ WV -Dp—(C-DQ +CQo— (V+p,— 1) | (x—Q)f()dx = E[G(Q")]
Q*
Apas simplificar, vem

(€=DQo+ W +py — D) fo:(x— Q)f()dx = A+ (€~ D Q" +(V +p, — D) [ (x — Q) (W)l (3.73)

cuja resolucéo permite obter o valor de Q,. Nos caso em que resolucdo analitica ndo € facil, ou mesmo possivel, recorre-
se a métodos iterativos ou através de um software conhecido.

Esta politica é por vezes designada por Politica (Qq; Q).

Exemplo 21 (adaptado de Hillier e Lieberman). Um grossista recebeu de um fornecedor habitual de bicicletas uma ultima
proposta de aquisicdo de um modelo cuja producédo vai ser descontinuada. Esta oportunidade oferecida pelo fornecedor
tem um preco especial de 200 € por bicicleta e coincide com o periodo de Natal. O grossista apurou 0s seguintes dados:

» Os custos administrativos e de capital empatado relativos a uma bicicleta em inventario no fim do periodo de Natal séo
de 10 €;

* O preco de venda de cada bicicleta durante o periodo de Natal é de 450 €;

A quantidade de bicicletas vendidas durante o periodo de Natal é uma variavel aleatéria com distribuicdo exponencial
com média 1 000 unidades;

* O preco de venda de cada bicicleta nos saldos, a seguir ao Natal, € de 150 €;
* aencomendatem um custo fixo de 1 000 €;
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Pretende determinar-se a Politica (Qq; Q7).

_x x

1 __x
V=450€; C=200€1=140€A4=1000€pu=1000; f(x) =1 1000€ °° *20 . py)=]1-e 1o x>0
0 x<0 0 x<0

_ o N
F(Q) = ”— = :gg_izg = 0,8065; 1 — e 1000 = 0,8065; Q* = —1 000 * In(1 — 0,8065) ~ 1 642 bicicletas

Igualando os ganhos esperados com e sem encomenda, tal como referido atras, vem a equacéo

(0]

(€C-=DQo+V+p,—D . (x—Qo)f(dx=A4+(C-DQ" +(V+p, -1 Q*(x—Q*)f(x)dx

(o]

60 « Qo + 310 = (x—Qo)f(x)dxz 1000+60*1642+310*f (x—1642)f(x)dx
Qo 1642

Sabe-se que quando f(x) € a funcéo de densidade de uma variavel exponencial
1642

_Qo
fl caz(Xx—1 642)We To00 dx = 1 000e ™ 1000 = 193,6 ¢ quef (x Qo)me Tooodx = 1 000e™ 1000

vindo, finalmente, a seguinte equagéao
Qo
60Qy +310+1000¢e 1000 — 159536 =0
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cuja resolucao indica Q, = 1 465. Ou seja, a politica (1465; 1642) é a politica preconizada, que significa que se o nimero
de bicicletas em stock for inferior a 1 465 deve ser feita uma encomenda para levar o stock até ao nivel 1 642. No caso
contrario ndo deve ser feita qualquer encomenda.

Nota 1. A equacdo anterior pode ser resolvida iterativamente, atribuindo valores sucessivos para Q, de modo a obter um
valor tdo proximo quanto se pretenda, ou simplesmente utilizar o Solver. A resolucdo pelo Solver deu o valor indicado.

Nota 2. Tal como o grafico ilustra, deve notar-se que a equacdo anterior tem duas raizes reais, 1 465 e 1830,5. A
segunda, pelas razdes apontadas, deve ser eliminada.

Esta solucdo pode ser testada calculando o ganho esperado considerando um stock de 1465 bicicletas e ndo fazendo
gualquer e encomenda e comparando-o com o ganho obtido partindo do mesmo stock e fazendo uma encomenda de 177
(=1 642-1 465) bicicletas. Com efeito:

E[G(Q)] =W -Dp +1Qo—(V+p, - D . (x — Qo)f(x)dx

= 310000 + 1401465 — 310+ f (x —1465)f(x)dx = 450 000 + 65 100 — 310 x 231,1 ~ 443 475 €
1465

Por sua vez,

E[GQI]=-A+V-Dup—(C-DQ +CQ—-V+p, -1 | (x—Q)f(x)dx
Q*
=—1000 + 310 000 — 60 * 1 642 + 200 = 1 465 — 310 = 193,6 ~ 443 475 €

como se esperava (os arredondamentos foram feitos no fim).
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15. 5 Modelo Com Custos de Ruptura Fixo e Variaveis

Esta € uma situacdo mais geral em que o custo de ruptura pode ter uma componente variavel, proporcional a dimenséo
da ruptura (n° de unidades em falta), designada por p,,, tal como anteriormente, pois € idéntica, e uma componente fixa,
independente da dimensao da rupura por py. E facil de constatar que os caso anteriores sdo casos particulares deste, em
que py = 0. Todas as variantes analisadas atras podem pois ser deduzidas deste modelo base, embora com um

desenvolvimento um pouco mais complexo. Analisemos apenas a situacéo inicial, sem stock e sem custo de encomenda.
A funcao de ganhos vem

VX—CQ+l(Q—X) X<Q
C@D=\ve-co-p,x-Q-p; X>0Q

cujo valor esperado é
E[G@] =V -Du—(€C-DQ—V+p,—D [ (x— @ f)dx—py [, f(x)dx (3.74)

Para obter o maximo de (3.74), faca-se

= (c-0+ v+, - DH@ + @ = 0
Isto e,
H(Q) + ;= (@) = (3.75)

Nota 1. Quando py = 0, obtém-se (3,67), como se esperava.
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Nota 2. De modo a simplificar os calculos, se py € pequeno comparado com (V + p,, — I), junta-se o seu valor a p,, e
considera-se que os custos de ruptura sdo proporcionais e aplica-se (3.67).

Exemplo 22. Considerem-se novamente os dados do exemplo 20, mas em que existe adicionalmente um custo fixo de
ruptura de 5 000 $.

Utilizando o Excel para obter a raiz da equacéao (3.75),

35

H(Q)+mf(@)——v+pv_l—H(Q)+—75 @) =—¢

chega-se a solucao aproximada Q* ~ 3 090 quartos. O ganho esperado é $ 48 937%$:

E[G(Q)] = (V- Dp—(C~DQ" ~ (b, — D [.(x = @) f(0)dx — py [ f(x)dx

oo oo

E[G(3 090)] = 165 000 — 35 * 3 090 — 75f (x —3090) f(x)dx — 5 000 f(x)dx ~ $ 48937
3090 3090
pois
f3 090(x —3090) f(x)dx = 300NL(0,3) =300+0,2668 = 80,04 e H(3 090) = f3 090f(x)dx =0,382
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15. 6 Modelo Com Produtos Sujeitos a Uma Restricao

Existe uma classe de problemas de periodo Unico envolvendo varios produtos sujeitos a alguma restricdo, nomeadamente
de espaco no armazém ou uma restricdo financeira ao montante a encomendar em valor. A encomenda € conjunta, de
todos os produtos, mas, excepto na restricdo referida, eles sdo independentes, nomeadamente no comportamento da
procura, dando origem a variaveis aleatorias independentes. Vejamos, para melhor interpretar o problema, o caso em que
a restricdo se refere ao montante total a investir em stock, dado por B, mas que é facilmente generalizavel a outro tipo de
restricoes.

Mantendo as designacdes anteriores, generalizemos o modelo apresentado em 17.1 para n produtos. Considerando que
0s custos de ruptura sdo proporcionais, a funcédo de ganhos para o produto i, comi = 1,2, ...,n, vem

_ VX — Qi + 1;(Q; — X)) X; <Q;
G:(Q) = {ViQi —CiQi — pvi(X; — Q) X; > Q;

Pretende encontrar-se Qq, Q3, ..., @,, sujeitos a restricdo de montante disponivel, de modo a maximizar o ganho total
esperado no periodo. Supondo que as variaveis sao continuas, ou que os valores envolvidos sédo suficientemente grandes
para que estas possam ser, sem cometer erros significativos, tratadas como tal, partindo de (3.66), e fazendo
Pi = Vi + Pvi, tem-se:

Max E[G(Q1, -, Qn)] = Xim1 E[ Gi(Q))] = Xiz4q [(Vi—li)lii - (Ci—1)Q;i— (pi — 1) f;:(x - Qi)fi(x)dx]] (3.76)

sujeito a restricdo orcamental
?:1 ¢;Q;=CQ1++C,Q,<B (3.77)
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O 6ptimo livre, para cada produto, é dado pela relacdo (3.67). Supondo que o Optimo livre ndo satisfaz a restricdo, para resolver
o problema constréi-se a Lagrangeana

L(Q1, -+ Qus ) = Ty [(Vi— W — (€C—1)Qs = (01 — 1) fy, (x — Q) f(x)dx]| + A(B — Xty €:Q) (3.78)

A solucgéo Optima obtém-se resolvendo o sistema de estacionariedade

aL(. . .
2O = —(€—l) + (pi ~WH(Q)-AC;=0 e ZY=B-¥" v0,=0 i=12.,n
aQ; aa

vindo, finalmente,

Ci—l;+AC; i—Ci(1+A
l(Ql) - ; ou Fi(Q) = p,—(ll+) e ?=1 CiQ;=8B (3.79)

emque p; =V; +p,i € H;(Q;) é a probabilidade de ruptura do produto i.
Note-se que com esta definicdo da Lagrangeana, 4 € ndo negativo, atingindo o valor nulo se a restricdo ndo estiver saturada.

Uma forma de resolucao consiste em escolher escolher um valor para 4 e calcular os @; a partir de (3.79), seguindo-se o calculo
de ¥ ,v;Q; =B.

Se B > B, aumenta-se o valor de A e diminui-se no caso de B < B, e assim sucessivamente até obter um valor para B tdo
proximo de B quanto se pretenda. Uma alternativa consiste em utilizar um software adequado.
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O valor optimo para A, designado por A%, representa o preco sombra, ou valor econémico, do recurso em causa e pode
ser interpretado, neste caso, como o custo marginal do capital disponivel, sendo o ganho esperado adicional decorrente
de mais uma unidade de capital para investir no stock, tal como ja tinhamos visto nos modelos deterministicos com
restricoes.

Exemplo. 23 Um lojista de bairro decide encomendar trés produtos tipicos da quadra natalicia para vender na véspera de
Natal: bolo-rei, bolo-rainha e filhoses. Cada bolo-rei € comprado por 10 euros e vendido por 25 euros, o bolo-rainha é
comparado por 12 euros e vendido por 24 euros, cada caixa de filhoses custa 8 euros e € vendida por 15 euros. Se 0
bolo-rei sobra pode ser vendido no dia a seguir ao Natal por 8 euros, o bolo-rainha por 10 euros e a caixa de filhoses por 5
euros. A procura de bolo-rei é uma variavel aleatoria normal de média 100 e desvio padréo 20, a procura de bolo-rainha é
igualmente uma normal de média 80 e desvio padrdo 25, enquanto a procura de filhoses € uma uniforme entre 50 e 80
caixas. O orgamento do lojista € de 2 500 euros para estas compras.

Se calcularmos o éptimo livre, verificamos que

25-10 -100 24-12 -80
F1(Q) =2—2=0,8824 = o(2%);  F,(Qy) = = 0,8571 = o(&

3—50
20 )'

_ _15-8 )
25 ) F3(Q3) = 15-5 0,7 = 30

Q1~124;Q, = 107; Q3 = 71; 10 124 + 12+ 107+ 8+ 71 = 3 086 > 2 500 €

Como o 6ptimo livre ndo satisfaz a restricdo, calcula-se o 6ptimo condicionado. De acordo com (3,78), tem-se:

25-10+(1+4 24-12+(1+ 15-8+(1+4
F1(Qq) = 2220 b, (,) = 224D, o (@y) = 220,

25-8 24-10 5 o 10%xQ1+12xQ; +8+Q3=2 500
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A resolucéo iterativa, partindo de 4 = 0,4, permitiu obter rapidamente a solucdo optima:
Q1 =107; Q3 =79;Q3 = 60; 4" = 0,4321

O custo total € 2 498 euros, valor ligeiramente diferente devido aos arredondamentos para numeros inteiros, dentro do
limite da restricdo. Um euro adicional de capital permite melhorar o ganho esperado em 0,4321 euros. As probabilidades
aproximadas de ruptura para os trés produtos sdo, respectivamente, 36%, 52% e 67%.

O ganho esperado € para os trés produtos o seguinte:

« E[G1(Q))] = (25—8)+100— (10 — 8) 107 — (25 — 8) * 20 = NL(0,35) = 1 402
. E[G,(Q,)] = (24 — 10) 80 — (12 — 10) * 79 — (24 — 10) * 25 » NL(—0,04) = 815
+ E[G3(Q3)] = (15—5) * 65 — (8 — 5) * 60 — (15 — 5) 3,75 = 433

Sendo NL(0,35) = 0,2481, NL(—0,04) = NL(0,04) —(—0,04) =0,3793 + 0,04 = 0,4193 e f:oo(x - 60)3—10dx =3,75

Exemplo 24. Nesta classe de problemas, um caso tipico € o designado por Problema da Autonomia (em inglés conhecido
por Flyaway-Kit Problem), e que consiste em equipar um submarino, e 0 armamento que transporta, com pecas
sobressalentes, sabendo que o espaco é limitado. Neste tipo de exemplo assume em geral maior relevancia a existéncia
de ruptura de stock, pelo que o objectivo consiste em minimizar o custo total provavel de ruptura, supondo, obviamente,
que é conhecido ou imputavel um custo de ruptura por cada peca que € solicitada e ndo estd disponivel em cada
campanha do submarino, para além da distribuicdo de probabilidade da procura de cada peca. Faremos a apresentacao
com este exemplo como suporte.
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Considerem-se n diferentes tipos de pecas e seja b; 0 volume (espaco) ocupado pela pe¢ca i,comi=1,2,..,n.SejaB 0
volume (espaco) disponivel para pecas sobressalentes. O custo unitario de ruptura do produto i designa-se por p;.
Mantendo as designagGes anteriores, pretende obter-se Q4 Q3, ..., Q,, Ndo negativos, de modo a minimizar o custo
provavel de ruptura, dado por

E[CT(Q1, -, Q)] = P1 2320, (x — Q) f1(%) + -+ +Pn X320, (x — Qu) fu (%) (3.80)
Sujeito a restricdo

iz1biQi =b1Q1+ -+ b,Q, <B (3.81)

Os valores obtidos para os Q; devem ser arredondados para valores inteiros, o que em si ndo deveria constituir um
problema no caso de se estar perante valores grandes. Se for o caso, a passagem ao caso continuo permite simplificar as
conclusbes. Como em geral o 6ptimo livre ndo satisfaz a restricdo, constréi-se a Lagrangeana

L(Qy1, .., Qu: D) = X1 Di f(:(x —Q)fi(x)dx] + A(B — XiL1 b; Q) (3.82)

A solucao 6ptima obtém-se resolvendo o sistema de estacionariedade

aL() aL()

a_Q.i = _piHi(Qi) — Abl =0 e YN =B — 2?=1 biQi =0 i=1,2,..,n (383)
vindo, finalmente (4 é negativo)
_ _ b Ab; n
H;(Q;) = T ou Fi(Q)=1 + e i=1biQ; =B (3.84)
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Uma forma de resolver consiste em escolher um valor (negativo) para 4 e calcular os diversos Q;, através de (3.83) até os
dois membros da restricdo estarem proximos. Assim, apés o célculo dos Q;, calcula-se B = Y)i-, b;Q;.

Se B > B, toma-se um valor para A inferior (mais negativo) ao anterior; se B < B, procede-se ao contrario, e assim
sucessivamente até se a um valor para B tdo proximo de B quanto se deseje.

O procedimento anterior é adequado quando os valores dos Q; sdo elevados, em que a aproximag¢ao ao continuo e o
arredondamento dos valores ndo traz grande desvios. No entanto, tal ndo acontece quando os valores em causa s&o
pequenos, muitas vezes proximos de zero. Para estes casos, H. Hadley e T. Whitin sugerem um algoritmo de célculo por
aproximacdes sucessivas, que consiste em notar que se o numero de unidades do produto i em stock passa de Q; — 1 a
Q;, a reducdo no custo provavel € de p;H;(Q;), sendo H;(Q;) = P(X; = Q;) a funcao de distribuicdo complementar, como
ja se disse, e 0 espaco suplementar necessario a esta unidade em stock é b;. Deste modo, a reducdo no custo provavel
devido a esta unidade adicional em stock por unidade de volume (espaco) é p;H;(Q;)/b;. O método consiste em seguida
ir acrescentando unidades de produto que possibilitem a maior redu¢cdo nos custos provaveis por unidade de volume
suplementar. Esquematicamente, tem-se:

1. Calcular
max {& Hl-(l)}
L bi

2. Se o maximo € atingido para i = j, toma-se Q; = 1 e calcula-se seguidamente

Piy Pig
max {W%x lbi H,(l)l , b, H;(2) }

A unidade suplementar seguinte corresponde ao indice que torna a expressao anterior maxima.
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3. Repetir o processo até ao momento em que qualquer adicdo de uma unidade suplementar é incompativel com a
restricdo de espaco.

Nota. Existem situacbes com mais do que uma restricdo, uma de volume, outra de peso e, eventualmente, outra
orcamental. Embora a verificacdo de alguma delas possa arrastar a verificacdo das outras, em geral estas situacdes séo
muito mais complexas, sendo a via mais adequada a utilizacao de técnicas de programacédo dinamica.

Exemplo 25. Considere-se um submarino que deve ser equipado com pecas sobressalentes, aqui por simplicidade
apenas de quatro tipos diferentes. Para cada tipo de peca, a procura durante uma viagem (campanha) do submarino é
uma variavel aleatoria de poisson de média, respectivamente, 2, 3, 1,5 e 0,5. O espaco ocupado por cada peca €,
respectivamente, 4, 3, 2 e 6 unidades de volume. Se alguma destas pecas for necessaria e nao estiver disponivel, obriga
a uma paragem e a uma encomenda por avido, sendo os custos estimados em 1 500, 1 000, 5 000 e 10 000 u.m.,
respectivamente. O espaco disponivel para estes quatro produtos é de 20 unidades de volume.

P1 = 1500, P2 = 1000, P3 = 5000, Ps = 10000, bl = 4; b2: 3; b3 = 2; b4 = 6,
H,(1) =0,8647; H,(1) =0,9502; H3(1) =0,7767; H,(1)0 =3935

1. Calcular

1500 1000 5000 10 000 5000
max 7 " 0,8647; 3 0,9502; > 0,7767; e " 0,3935; = *x0,7767 =1942,2

2. Como o maximo é atingido para i = 3, toma-se Q3 = 1, que ocupa apenas 2 unidades de volume, aguém das 20
disponiveis. Apos determinar H3(2) = 0,4422, calcula-se seguidamente

*0,4422 = 1105,4

1500 1000 5000 10 000 5000
max 2 * 0,8647; 3 *0,9502; > * 0,4422; 3 *0,3935; =
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3. Como o maximo é atingido novamente para i = 3, toma-se Q3 = 2, que ocupam apenas 4 unidades de volume Apos
determinar H3(3) = 0,1912, calcula-se seguidamente

000

0 1000 5000 1
* 0,8647; *0,9502; *0,1912; *0,3935 = 0,6558

0 1
max{ *0,3935;} =

4. Como o maximo ¢é atingido para i = 4, toma-se Q, = 1. O espacgo ocupado é B = 2x2+6+1=10 < 20. Apds determinar
H,(2) = 0,0902, calcula-se seguidamente

0
*0,1912 = 477,9

1500 1000 5000 10 000 500
max 7 " 0,8647; 3 *0,9502;; > 0,1912; 3 *0,0902 =

5. Como o maximo ¢é atingido para i = 3, toma-se Q3 = 3. O espaco ocupado é B = 2x3+6x1=12 < 20. ApGs determinar
H3;(4) = 0,0902, calcula-se seguidamente

0
*0,8647 = 0,324,2

1500 1000 5000 10 000 150
max 7 " 0,8647; 3 *0,9502;;; > 0,0656; 3 *0,0902 =

6. Como 0 maximo é atingido para i =1, toma-se Q; =1. O espago ocupado € B = 2+¥3+6x1+4+1=16 < 20. ApOs
determinar H4(2) = 0,594, calcula-se seguidamente

1500 1000 5000 10 000 1000
max 2 * 0,594; 3 *0,9502; > * 0,0656; 3 *0,0902 = 3 *0,9502 = 316,7
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Como o méaximo é atingido para i = 2, toma-se Q, = 1. O espaco ocupado € B = 2*3+6+1+4x1+3x1=19 < 20. Como
qualquer produto ocupa um espaco superior a uma unidade, ndo é possivel incluir mais produtos. As pecas a incluir

sSao:

Qi =1; Q; =1;Q3 = 3; Q; = 1, sendo o espaco ocupado B = 19 unidades de volume, aquém das 20 disponiveis.

O custo esperado de ruptura é

E[CT(1,1,3,1)] = 150032, (x — 1)f(x/2) + 10003, (x — 1) f(x/3) + 5 000 ¥ 5(x — 3)f(x/1,5) + 10 000 T, (x —
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16. Modelos Aleatorios de Revisao Continua ou de Ponto de Encomenda

Contrariamente aos modelos do ponto anterior, estes modelos sdo de natureza sequencial. Sdo, portanto, modelos
dindmicos, ao contrario dos anteriores que sao estaticos. Tal como nos modelos deterministicos abordados, as
encomendas podem ser maiores ou menores, com isso implicando menor ou maior nimero de encomendas no periodo
de planeamento, ndo havendo em geral o risco de o produto “perder’ qualidades e valor ao ultrapassar um periodo de
tempo em stock. S&o portanto os modelos correspondentes aos modelos deterministicos, s6 que agora a hipotese de
certeza foi abandonada, nomeadamente quanto ao conhecimento da procura e ou prazo de reaprovisionamento, sendo
conhecido o seu comportamento probabilistico, 0 que os qualifica como aleatorios. Neste capitulo estudamos os Modelos
de Revisdo Continua, ou Modelos de Ponto de Encomenda, e no proximo os Modelos de Revisdo Periddica, também
conhecidos como Modelos de Calendario.

7

Uma das caracteristicas dos modelos de ponto de encomenda € o conhecimento do estado do sistema de stocks a
gualquer momento, situacdo que ja ocorria nos modelos deterministicos estudados. No entanto, a partir do momento em
gue a procura é aleatéria, tal pode ndo acontecer, a ndo ser que todos 0sS movimentos (procura, passagem da
encomenda, entrega) sejam registados e continuamente acompanhados, o que acontece nestes modelos. Por isso se diz,
gue um sistema de stocks nestas condicdes se chama de informacéo perfeita. Nestas condicbes, a encomenda é feita
logo que o stock atinge determinado ponto (assume-se, como hipétese simplificadora, que as procuras ocorrem de forma

individual).

Uma outra consideracdo, alids também valida nos modelos de calendario, tem a ver com o caracter estacionario da
procura. Consideramos que a procura € aleatéria, mas os parametros (média e variancia, por exemplo) mantém-se
inalterados ao longo do horizonte de gestdo, para os mesmos intervalos de tempo. Portanto, a taxa média de procura
mantém-se e mantemos a designacao ja utilizada nos modelos deterministicos.

Uma terceira consideragdo diz respeito ao estado do sistema no momento da entrega da encomenda. Nos modelos
deterministicos, com taxa de procura constante, o stock era nulo no momento da entrega de uma encomenda, pois essa
era a situacdo que minimizava 0s custos e esse momento era facilmente previsivel, 0 que agora jA ndo pode ser

garantido.
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Com efeito, a partir do momento em que a procura € aleatoria, o stock no momento da chegada da encomenda € ele
préprio uma varavel aleatéria, ndo sendo entéo possivel conhecer antecipadamente o seu valor com exactiddo. Define-se
como Stock de Seguranca o valor esperado, ou provavel, do nivel do stock liquido no momento da chegada da
encomenda no caso de vendas diferidas e como o valor esperado do stock disponivel no mesmo momento no caso de
vendas perdidas. O stock de seguranca sera designado por s, podendo ser positivo, nulo ou negativo no caso de vendas
diferidas, mas apenas positivo ou nulo no caso de vendas perdidas. Enquanto no caso dos modelos deterministicos, o
“stock de segurancga” é nulo, no caso de procura aleatéria € frequentemente necessario ter um stock de seguranca
positivo, caso contrario o sistema entraria frequentemente em ruptura. Claro que o stock de seguranca € tanto mais
elevado quanto mais elevados forem os custos de ruptura e maior for a dispersao da procura (aleatoria).

Neste capitulo, voltamos a determinar a politica de stocks para um caso de um Unico armazém (instalacao Unica), e 0
objectivo consiste em determinar a Quantidade a Encomendar, Q,cada vez que o stock atinge determinado ponto,
chamado Ponto de Encomenda, e designado por r (reorder point, em inglés); dai a designacdo de modelos de Ponto de
Encomenda, ou modelo (Q; r).

A possibilidade de passar uma encomenda logo que se atinge o ponto de encomenda implica, no caso de procura de
natureza inteira, que o numero de unidades procuradas de cada vez seja uma unidade, 0 que ndo acontece se esse
namero for uma variavel aleatéria. Se tal acontecer, podendo procurar-se quantidades diferentes, o stock pode “saltar” o
ponto de encomenda, situando-se na altura da encomenda num valor inferior a ele, sem que tal possa ser evitado. Nesta
circunstancias pode nao ser adequado fazer encomendas de montante fixo, recomendando-se uma variante na politica
(Q; ) de modo a ter em conta a diferenca entre o ponto de encomenda e o stock de facto existente no momento da
encomenda. Seja entdao r o ponto de encomenda e ry 0 stock existente no momento da encomenda, com ry <,
supondo que o stock “saltou” por cima do ponto de encomenda. De acordo com esta variante, a quantidade a
encomendar serd Q + (r —ry). Isto é, fazendo R=Q +r, com a encomenda pretende levar-se o stock até R,
encomendando-se R — r. Esta politica é por vezes designada por politica (R; r).

O tratamento a seguir apresentado é um tratamento heuristico, pois os modelos utilizados sdo aproximac¢des aos modelos
exactos, sendo aqueles bastante mais simples e com boa aderéncia a realidade da gestao.
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16. 1 Modelo (Q; r) com Vendas Diferidas e Custos de Ruptura Variaveis

Como dissemos, estes modelos sdo modelos aproximados, baseados em varias hipéteses, cujas principais explicitaremos
de seguida. S&o hipoteses que tornam estes modelos de muito mais facil aplicacdo préatica, sem lhes retirar importancia,
visto manterem, em geral, uma grande aderéncia a inUmeras situa¢cdes. Tém, por outro lado, a vantagem de uma mais
facil compreensdao tedrica do essencial do funcionamento sistema de stocks. Como se disse, 0 sistema tem apenas uma
instalacdo, e estd em causa a gestdo de um U0nico produto. Caso existam outros produtos, supde-se que S&o
independentes.

Adicionalmente consideram-se as seguintes hipoteses:

1. O custo unitario do produto é constante e independente de Q;

2. O custo de ruptura, por venda diferida, € assumido ser independente do tempo em ruptura, visto este em geral ser
muito pequeno. Genericamente designa-se por p, podendo ser um custo por unidade diferida ou ser um custo fixo
independente do numero de unidades diferidas. Quando existirem os dois custos, o primeiro € proporcional ao nimero
de unidades em ruptura e terd como custo unitério p,, (custo variavel) e o segundo é fixo e independente do nimero de
unidades em ruptura e € designado py. Note-se que embora as designacdes sejam idénticas as dos modelos

deterministicos, agora séo custos variaveis e fixos ndo em funcéo do tempo mas do numero de unidades em ruptura;
3. Nao existe mais do que uma encomenda por receber;
O custo do sistema de informacao necessério ao funcionamento do sistema é independente da politica para Q e r;
5. O Ponto de Encomenda, r, € positivo, 0 que significa que ndo existem procuras diferidas no momento da encomenda.

B

A hipétese 2 é frequentemente verificada, pois muitos sistemas reais, em geral, registam pouco tempo de ruptura, sendo
muitas vezes mais critico o numero de rupturas ou o facto de haver ruptura, independentemente do seu tamanho, do que
o tempo em ruptura. Mais a frente serdo analisadas as trés hip6teses, apenas um custo de ruptura proporcional, ou
variavel com o nimero de unidades em ruptura, apenas um custo fixo, independentemente do numero de unidades em
falta no ciclo e a existéncia conjunta dos dois tipos de custo de ruptura.
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A hipétese 3 também tem boa aderéncia, sobretudo quando o prazo de reaprovisionamento € constante ou tem pouca
variabilidade, o que também acontece frequentemente. Esta hipétese tem a vantagem de fazer com que o total dos
recursos do sistema (nivel do stock disponivel aumentado da encomenda e diminuido das procuras diferidas) seja igual ao
stock liquido (stock disponivel menos procuras diferidas). Também a hip6tese 5 é comumente verificada. Neste caso, no
momento do ponto de encomenda 0s recursos sao iguais ao stock disponivel.

O comportamento do stock disponivel e dos recursos do sistema pode ser ilustrado através da figura seguinte.

A
Stock Recursos
N

P.de Encomenda

v

Passagem da Encomenda Entrega da Encomenda tempo

Como se verifica, o sistema descreve um ciclo entre duas encomendas consecutivas, seja entre passagens seja entre
entregas. Mas, contrariamente aos modelos deterministicos, ndo se pode dizer que o sistema passa exactamente pelos
mesmos estados em cada ciclo, isto devido ao comportamento aleatdrio da procura. O préprio comprimento do ciclo é

uma variavel aleatoria, devido a aleatoriedade da procura (e, claro, também do prazo de reaprovisionamento, quando é o
caso).

Passa-se seguidamente ao estabelecimento do modelo, a partir do qual se determinam o Q e o r que minimizam 0 custo
total médio anual esperado.
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Devido a hipétese 1, excluimos do custo médio anual o custo médio de aquisi¢cdo, €D, visto ser uma constante, em que
neste contexto, D, € o valor esperado da procura anual, mas que mantemos a mesma designacao utilizada nos modelos
deterministicos. Por enquanto supor-se-a que o prazo de reaprovisionamento é uma constante, designada por L.

Custos Anuais de Encomenda

D ~x 2 o . .
A 0 A expressédo € a mesma dos modelos deterministicos, com a diferenca que D € o valor esperado da procura anual

Custos Anuais de Posse do Stock

O stock minimo regista-se imediatamente antes da entrega da encomenda e €, neste caso, uma variavel aleatéria, funcéo
da procura que ocorre no prazo de reaprovisionamento e do ponto de encomenda. Designe-se por X;, ou simplesmente
por X, a procura durante o prazo de reaprovisionamento, e por f(x) a respectiva funcdo de densidade. Designe-se por
e(X,r) o stock imediatamente antes da entrega da encomenda, isto €, o stock minimo. Tem-se entdo £(X,r) = r — X, cujo

valor esperado é E[e(X,r)]=r—E[X]=r—pu=s, em que u € o valor esperado da procura durante o prazo de
reaprovisionamento, e que representa o Stock de Seguranca.

Por outro lado, o stock maximo é também uma varidvel aleatéria, dada pelo stock minimo acrescido da quantidade
entregue Q, isto é, e(X,r) + Q =r — X + Q, cujo valor esperado é r — u + Q.

Como a taxa de procura € constante, o stock médio esperado € dado pela média do stock minimo esperado com o stock
maximo esperado, vindo r — u + g. Este € o stock médio do ciclo e também o stock médio anual, pois em cada ciclo o
stock médio esperado é o mesmo. Os custos anuais de posse de stock sédo entéo:

ICr—p+3 (3.85)

Custos de Ruptura de Stocks (Venda Diferida)
Também o numero de unidades diferidas € uma varidvel aleatdria, funcéo da procura no prazo de reaprovisionamento e do
ponto de encomenda. Designe-se por (X, r) essa variavel aleatéria. Entéo:
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_)o X<r
"(X’r)‘{x—r X>r

sendo o seu valor esperado, no caso continuo, dado por

Eln(X,1)] = f:o(x —r)f(x)dx = froo xf(x)dx —rH(r) = froo xf(x)dx —r[1— F(r)] (3.86)

Como existe apenas um custo proporcional, considera-se p,, = p, O custo esperado anual sera entao
D oo
Py [ xf(x)dx — rH(1)] (3.87)
em que g representa o numero médio de ciclos por ano e p o custo por unidade diferida.
A expresséao do custo médio anual esperado vem entéo
CT(Qr) = AZ+IC|r—p+ 2|+ p2[[” xf(x)dx — rH()] (3.88)
’ 0 RraTPols '

Seguidamente determinam-se os valores para Q e r que minimizam (3.88). Se estes valores verificarem as condi¢des 0 <
Q" <weld<r"<ow,entdo Q" e r* sdo solugdes do sistema de estacionariedade

aCT(Qr) _ _AD | IC _pD _
T = 02 + 2 02 E[U(X,T)] =0 (389)
D~ 1c+ p%[—rf(r) +rf(r) —H@T] =0 (3.90)
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vindo finalmente

0 = \/ZD{A+pf[n<x,r)]} o HG) =

Q*IC
c P

> (3.91)

Nota 1. A expressdo H(r*) = froo f(x)dx é uma probabilidade, pelo que se % > 1, isto significa que o custo de ruptura é

demasiado baixo (relativamente ao custo de posse de stock), o que implica uma ruptura muito elevada. Isto contradiz a
hip6tese do modelo que considera rupturas nao muito elevadas e ponto de encomenda positivo.

Nota 2. Nem sempre é facil a resolucdo de (3.91). Mais & frente apresenta-se um algoritmo que permite obter
numericamente Q* e r*.

Nota 3. No caso da procura ter uma distribuicdo uniforme, a resolucéo de (3.91) permite obter directamente Q* e r*.

Com efeito, considere-se que a procura no prazo de reaprovisionamento, X, € uma variavel uniforme no intervalo [a, b]
1
f(X)= h—a as<x<b
0 outros

Para H(r*) vem

bdx b-r_ Q'IC
b-a b-a pD

HG) = fr *

isto &,
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~— (b —-a) ou b—r"=——(b-a)

Por outro lado,

b d b—r 2
Eln(X,r)] =f = =(2(b—r c)o
e
2
_ [zpta+p (Zb(b ’”2)}
Q = Ic

I ~ . *IC
Substituindo na expressao anterior, em Q*, b — r* por Qp—D (b — a), quadrando e resolvendo em ordem a Q*, vem

2DA
\/ \/pD IC(b—a) (3.92)

finalmente

Ou seja, a quantidade a encomendar € o Q de Wilson majorado pelo factor /#(b_a) (que é maior do que 1). O ponto

p— QIC

de encomenda é dado por r* = —(b—a) eo stock de segurangas* =r*—u=1r"— (b+ a)/2.

Nota 4. Também no caso da procura ser uma distribuicdo exponencial, a resolugcédo de (3.91) permite obter directamente
Q" e r*. Considere-se que a procura no prazo de reaprovisionamento, X, € uma variavel exponencial de média A.

1 _x
f(X) — ze A x>0
0 outros
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Para H(r*) vem

isto &,
. QIc ._pb _-T
= - _ = — 2
r Aln oD ou Q@ 1c €

Por outro lado,

o]

1 _x _r
(x—r*)ie 1dx = Ae 2

Elnex, ] = |

r*

r*
*_\/ZD[A+p/1e_7]_ 24D_2pD . v _ 24D .
Q" = IC =~ 171c TT1ic ¢ T Ic Q

Se quadrarmos ambos 0s membros desta expressdo e se somarmos e subtrairmos 4%, vem

2AD

Q)2 —24Q" + 22 — 2 =22 ou Q-2 =22 + 27

IC

Vindo finalmente para Q*

Q=i+ 42422 (3.93)

Q*IC
pD

e r =—Aln
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Ou seja, mais uma vez, a quantidade a encomendar € funcdo do Q de Wilson, mas com um valor superior, exactamente
por causa da “incerteza aleatoéria” considerada no modelo.

Nota 5. quando o prazo de reaprovisionamento € também uma variavel aleatéria, com distribuicdo conhecida, o valor
esperado do stock antes da chegada da encomenda (stock minimo) é dado pelo integral duplo

Iy fy = 0f(sLgL)dxdL = [ (r — x)f1(x)dx (3.94)

em que f(x;L) é funcdo de densidade da procura condicionada pelo prazo de reaprovisionamento, g(L) é a funcdo de
densidade do prazo de reaprovisionamento e f4(x) € a funcdo de densidade marginal da procura que, como se sabe, é
dada por

100 = jo fsLg(L)dL

e onde f1(x) = f(x; L) = f(x) quando o prazo de reaprovisionamento € uma constante L.

Nota 6. Seja D a variavel aleatdria que representa a procura anual, com média E(D) (simplifica-se fazendo E(D) = D),
variancia V(D) e desvio padrdo o Seja X, ou simplesmente X, a variavel aleatoria que representa a procura no prazo de
reaprovisionamento. Assume-se que X é continua com funcéo de densidade f(x), média E(X) = u, variancia V(X) = % e
desvio padrdo a. Se assumirmos que as procuras em diferentes pontos no tempo (por exemplo na semana, quinzena ou
més) sdo independentes, pode ser mostrado que a procura X satisfaz as seguintes relacfes

E(X) = LE(D) = LD, V(X) = LV(D) e o=opVL (3.95)

Por outro lado, assumimos que se D esta normalmente distribuida, entdo X tem também distribuicdo normal.
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Se, para além da procura, também o prazo de reaprovisionamento L for uma variavel aleatéria, com média E(L) e
variancia V(L), se o o comprimento do prazo de reaprovisionamento for independente da procura por unidade de tempo,
durante este prazo, demonstra-se que

E(X) = E(L)E(D) e V(X)=E(L)V(D)+ E(D)2V(L) (3.95a)

Exemplo 26. Uma empresa comercializa um produto cuja procura média anual € uma v. a. normal de média 10 000
unidades e desvio padréo 900. O custo a saida do fornecedor € de 50 $/unidade. O frete custa 5 $/unidade e o seguro
custa 2% sobre o preco de aquisi¢cdo. Ao entrar em armazém o produto tem custos de movimentacdo de 1 $/unidade. Os
custos de inspeccédo e controle ttm uma componente fixa de 500 $ e uma componente variavel de 0,5 $/unidade. O custo
de cada encomenda € de 600 $. O prazo de reaprovisionamento € de 15 dias e a taxa de posse € de 15% ao ano. Caso o
produto ndo esteja disponivel, o cliente aguarda mas existe um custo de ruptura de 66 $/unidade.

D = 10000 unidades; €=50+5+0,02+x50+1+0,5=57,5% I=0,15; IC=0,15+57,5=28,625;p =66 §$;

A=500+600=1100; EX)=pu = i *10 000 = 416,7; 0 = 900\/% = 183,71; X é uma variavel aleatéria normal de
média 416,7 e desvio padrdo 183,71.

Como neste caso Q* e r* ndo podem ser obtidos directamente a partir de (3.91), utiliza-se um algoritmo numérico
desenvolvido por Hadley e Whitin (1963). Como os autores mostraram, o algoritmo converge e existindo solucéo, ela é
obtida num namero finito de iteragdes. Assim:

Passo 0. calcular Q e r a partir de (3.91) considerando E[n(X,r)] = 0, isto é, Q de Wilson e o r correspondente:
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_ [2+10000+1100 _ _ 1597,1+8,625 _ _ ro—416,7\ _ L
Qo = /—8‘625 =1597,1;  H(rg) = 222 = 0,0209; @ > ) =0,9791; 7 = 790,7

Passo 1. considerando o r anteriormente obtido, calcular E[n(X,r)], e, a partir deste, novos Q er:

Como a distribuicdo € normal (ver (3.70))

Elnx,ro)l = [ G- rofGodx = oo () - (o E) 11— @ ()} = omn O E

() ()

790,7 — 416,7
183,71

E[n(X,790,7)] = 183,71 « NL( ) = 183,71 x NL(2,04) = 183,71+ 0,007623 = 1,4

1663+8,625
66+10 000

Q1 = \/2*1""""*;16;‘;"*“*1'4) =1663; H(ry) = =0,022;  o(2=27)=0,978;1; = 787,6

183,71

Passo 2. Repetir o passo 1 :

787.6 — 416,7
E[1(X,787,6)] = 183,71 + NL [ ———"—) = 183,71 + NL(2,02) = 183,71+ 0,008046 = 1,5
Q= \/MO ) = 1666,4;  H(rp) = Toec 0222 0,022; 1, = 787,5

Como r, é praticamente igual a r, todos os valores daqui para a frente serdo praticamente iguais aos acabados de obter,
gue poderdo ser considerados como a solugdo 6ptima. Como se ilustra, o algoritmo converge muito rapidamente e
permite chegar facilmente a uma solucéo considerada 6ptima. Assim, tem-se:
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Quantidade a Encomendar - 1 666 unidades; Ponto de Encomenda — 787,5~ 788 unidades; Stock de Seguranca — 787,5 -
416,7 = 370,8 unidades; Probabilidade de Ruptura no ciclo — 2,2%; N° médio de unidades diferidas por ciclo — 1,5
unidades;

10 000 1666

= 48,625 + (—+ 370 8) + 66 x 10000

Custo médio (esperado) anual = 1100 *
aquisicao)

* 1,5~ 17 571 $ (excluindo custos de

Exemplo 27. Considere-se o0 exercicio anterior, mas em que estudos empiricos indicam que a procura durante o prazo de
reaprovisionamento € uma uniforme entre 100 e 730 unidades, mantendo-se a restante informacéao.

Como a procura ndo é exactamente a mesma, a procura média anual agora é 9 960 (= 415*24) unidades. Por resolucéo
directa, aplicando (3.89), vem:

2x1100%9 960 66+9 960 . % _ _ 1601+8,625 _ - .
Q J 8625 \/66*9 960-8,625-(730-100) ~ 1 601 unidades e r* =730 — ——-—=* (730 — 100) ~ 717 unidades
H(717) = 0,021; E[n(X,717)] = % 0,139;  Stock Seguranca = 717 — 415 ~ 302
Custo médio (esperado) anual = 1100 * m + 8,625 * (ﬂ + 302) + 66 * m 0.14 = 16 407$ (excluindo custos de

aquisicao)

Se aplicarmos o algoritmo numérico de Hadley e Whitin com a distribuicdo uniforme chegamos rapidamente aos mesmos
resultados, se descontarmos os arredondamentos.

46



ISEG — CURSO DE MAEG 2017/18 - INVESTIGACAO OPERACIONAL I

16. 2 Modelo (Q; r) com Vendas Diferidas e Custo de Ruptura Fixo

Este modelo é semelhante ao anterior, excepto no custo de ruptura, em que este € independente do nimero de unidades
em ruptura, neste caso diferidas. Ou seja, neste caso, py = p .Portanto, na expressdo do custo medio anual, indicada
atras, apenas o valor esperado do numero de rupturas por ciclo é substituido pela probabilidade de ruptura, vindo entdo

CT(Q,7r) = A%+ IC [r -u +§] +p%f:of(x)dx

(3.96)

Seguidamente determina-se os valores para Q e r que minimizam (3.96). Se estes valores verificarem as condi¢gdes 0 <

Q" <we<r <o, entdo Q" e r* sdo solugdes do sistema de estacionariedade

aCT(Q, AD IC
e =@tk fdx =
T =Ic—paf) =0
oar
Vindo
Q= e e fa) =3

Se eliminarmos Q no sistema (3.99), tem-se alternativamente

2IC[A+pH (r")]

fOP==F7— ou [f0)= 755

2IC[A+pH ()]

(3.97)

(3.98)

(3.99)

(3.100)
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Nota 1. Aresolucdo de (3.99) é feita iterativamente, comecando-se com H(r) = 1.

Nota 2. Quando a procura é uma variavel aleatoria normal, sabe-se que f(r) = —¢( ) em que f(r) é a funcéo de
densidade da procura no prazo de reaprovisionamento e qb(%) € a funcao de densidade da normal estandardizada.

Exemplo 28. Considere-se o exemplo 26, mas em que o custo de ruptura € de 1 000 §, independentemente do numero de
unidades em ruptura. Este problema n&o é muito facil de resolver sem recorrer a técnicas de calculo numérico, mas
através da flexibilidade de excel € possivel chegar rapidamente a uma solucéo.

No primeiro ensaio, partindo de H(r) = 1 obteve-se r; = 511. Partindo deste valor, obtém-se H(511) = 0,30, que vai ser
utilizado no segundo ensaio. O valor obtido é r, = 567, vindo de seguida H(567) = 0,207.

Continuando assim, sucessivamente, chega-se aos seguintes valores finais: Q* =~ 1 732 unidades; r* = 575 unidades;
H(575) = 0,194; Stock Seguranca = 575 — 416,7 ~ 158, 3 unidades; E[n(X,575 )] = 19, 84.

10000 1732 10 000

Custo médio (esperado) anual =1 100 * Tz T 8,625 (— + 158,3) + 1 000 * 0,194 ~ 16309 $

16. 3 Modelo (Q; r) com Vendas Diferidas e Custos de Ruptura Fixo e Variaveis

Este modelo combina os dois anteriores, considerando um custo de ruptura que é independente do nimero de unidades
em ruptura, py, € um outro que € proporcional ao namero de unidades em falha e cujo custo unitario € p,. Portanto, na

expressao do custo médio anual sdo consideradas os dois tipos de custos de ruptura, vindo entao
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CT(Q,7) = Ag +1IC [r —p+ g] + pf%f:of(x)dx + pvg[f:o xf(x)dx — rH(r)] (3.101)

Seguidamente determinam-se os valores para Q e r que minimizam (3.101). Se estes valores verificarem as condi¢cdes
0<Q"<oeld<r"<o,entdo Q" e r* sdo solugdes do sistema de estacionariedade

acT(Q, AD | IC D D
—a(gr)= —?+7—pf@H(7‘)—Pv@E[TT(X,T)] =0 (3.102)
aCTa(rQ,r) —IC— pf%f(r) _ Pv%H(T) =0 (3.103)
Vindo
. _ [2D1a+pHG)+poEl(Xr)] . SN (4
0" = J Pf rICp n(Xxr e p H() +ppf(r) = QT (3.104)

cuja resolucéo é feita iterativamente ou através de um software adequado. O solver, do excel, permite uma resolucao
rapida.

Nota 1. Podemos entédo concluir que as expressoes (3.91) e (3.99) séo casos particulares do modelo geral (3.104), em
que py = 0 e p,, = 0, respectivamente.

Nota 2. Quando py € muito pequeno comparado com p,, simplifica-se eliminando p; e substituindo p,, por p = ps + py,
em (3.104), que € equivalente a utilizar (3.91), em 16.1, com p = pys + p,,.

Nota 3. Quando p, € muito pequeno comparado com py, simplifica-se eliminando p,, e substituindo py por p = ps + py,
em (3.104), que € equivalente a utilizar (3.99) ou (3.100), dadas em 16.2, com p = py + py.
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16. 4 Modelo (Q; r) com Vendas Perdidas e Custos de Ruptura Variaveis

Este modelo difere do apresentado em 16.1 apenas no facto de a ruptura se traduzir na perda da venda. Por esse facto, o
tratamento, também aproximado, sera um pouco diferente do precedente. Como foi explicado nos modelos
deterministicos, a minimizacdo do custo médio anual é equivalente a maximizacdo do resultado anual, desde, como é o
caso, o0 custo de ruptura incorpore o beneficio ndo realizado devido & perda da venda, para além de eventuais outros
custos de ruptura que possam existi, chamados custos de ruptura em sentido estrito, como sejam eventuais
indemnizacdes, penalizacfes, ou até mesmo “custos” atribuidos subjectivamente devido & degradacdo da imagem. Note-
se que no modelo de vendas diferidas ndo existe perda do beneficio conseguido com a venda do produto, pois esta
continua a ocorrer, embora mais tarde e com custos. Neste caso o0 beneficio total ndo realizado € sempre proporcional ao
namero de rupturas e independente do tempo. Havendo apenas um custo de ruptura ele continua a designar-se por p.
Neste caso, de apenas custos de ruptura variaveis, p = p,, € incorpora o beneficio nédo realizado.

Também contrariamente ao modelo de vendas diferidas, o0 nimero de ciclos por ano ja ndo é dado pela relacdo D/Q, mas

sim por Ty’ em que T, € 0 tempo, no ciclo, em que o sistema esta em ruptura (ver ponto 6, 12 parte). No entanto, como
2

T, representa normalmente um periodo de tempo curto, estabelece-se por hipétese que o niumero de ciclos € dado
aproximadamente por D/Q, constituindo uma hipétese a juntar as (1), (3) e (4), referidas no modelo de vendas diferidas,
gue se mantém.

Depois destas hipoéteses, a principal diferenca em relagdo ao modelo de vendas diferidas estd no calculo do stock de
seguranca. O stock esperado disponivel (antes) no momento da entrega da encomenda € o stock de seguranca s, que € 0
stock minimo esperado, e o stock esperado disponivel imediatamente ap0s a entrega da encomenda € Q + s, que € 0
stock maximo esperado. Assim, o stock esperado disponivel varia entre Q + s e s ao longo do ciclo, de comprimento
médio aproximado Q/D, sendo em média (o stock) s+ Q/2. Seja entdo, novamente, £(X,r) o stock disponivel no
momento (antes) da entrega da encomenda e seja, igualmente, X a procura durante o prazo de reaprovisionamento e r 0
ponto de encomenda. Entéo:

r—X X<r

eX.7) :{0 X>r
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vindo
s=E[sX, )] = [[r—0f@dx= [ r—0f@dx— ["(r—-0f@dx=r—p+["(x—r)f(x)dx  (3.105)

Sendo o custo anual médio com o stock igual a
(s r-p+s +fr (x—r)f(x)dx (3.106)

Como a expressdo do custo (esperado) anual médio de ruptura, tal como a expressdo dos custos de encomenda, sdo
formalmente idénticas as do correspondente modelo de vendas diferidas, tem-se para o custo (esperado) anual médio,
excluindo custos de aquisi¢céao

CT(Q, 1) = A%+ IC [r —-u +§+ froo(x - r)f(x)dx] + p%f:o(x - r)f(x)dx

ou
CT(Q, 1) = A% +IC [r —u +§] + (IC + pg) froo(x -1 f(x)dx (3.107)

Novamente determinam-se o0s valores para Q e r que minimizam (3.107). Se estes valores verificarem as condi¢des 0 <
Q" <we<r <o, entdo Q" e r* sdo solucdes do sistema de estacionariedade

acT(Qr) _ AD  IC _pD .
0 = gty EmX,n]=0 (3.108)
T = IC+ (IC + p)I-Tf() + () — H()] = 0 (3.109)
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vindo finalmente

« _ |2D{A+pE[n(X,N]} « _ _Q'IC
Q = \/ o e H) = oo (3.110)

Graficamente, o stock tem 0 seguinte comportamento evolutivo:

Stock 4
~ M=~
-~ kY
N ‘“\
r ‘ q v P.de Encomenda
\J » Tempo
Passagem da Encomenda Entrega da Encomenda

Nota. As notas 1, 2, indicadas atras, na pagina 40, a proposito do correspondente modelo de vendas diferidas,
aplicam-se também neste modelo.

Exemplo 29. Uma empresa comercializa um produto cuja procura anual € uma v. a. normal de média 10 000
unidades e desvio padrdo 900. O custo a saida do fornecedor é de 50 $/unidade. O frete custa 5 $/unidade e o
seguro custa 2% sobre o preco de aquisicdo. Ao entrar em armazém o produto tem custos de movimentacdo de 1
$/unidade. Os custos de inspeccao e controle ttm uma componente fixa de 500 $ e uma componente variavel de 0,5
$/unidade. O custo de cada encomenda € de 600 $. O prazo de reaprovisionamento é de 15 dias e a taxa de posse é
de 15% ao ano. Caso o produto ndo esteja disponivel, a empresa vai a concorréncia compra-lo por 66 $/unidade e
paga um frete (incluindo seguro) de 1 $/unidade, sendo imediatamente entregue.
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Excepto no facto de se tratar de um sistema de vendas perdidas e ter um custo de ruptura diferente, tudo o resto é
semelhante ao exemplo 24, de modo a facilitar os calculos. De facto, trata-se de um sistema de vendas perdidas, ndo
obstante os clientes serem satisfeitos pela mesma entidade. Acontece que quando uma encomenda chega ela n&o vai
desviar parte dos produtos para satisfazer eventuais rupturas, como acontece no modelo de vendas diferidas, mas ser
vendido normalmente. Parte da venda é feita pela concorréncia, ainda que indirectamente através da empresa. Assim:

D = 10000 unidades; €=50+5+0,02+x50+1+0,5=57,5% I1=0,15 IC=0,15%x57,5=8,625;p = 66 —

57,5+1=9,5%A=500+600=1100; EX)=u= i* 10000 = 416,7; 0 = 900\/% = 183,71; X é uma variavel
aleatoria normal de média 416,7 e desvio padréo 183,71.

Recorrendo ao algoritmo de Hadley-Whitin, vem

Passo 0. calcular Q e r a partir de (3.106) considerando E[n(X,r)] = 0, isto €, Q de Wilson e o r correspondente:

_ f2*1o 000+1100 _ _ 1597,1%8,625 _ , ro—416,7\ _ o
Qo = 8,625 =1597,1; H(ro) = 9,510 000+1 597,148,625 0,1266; d)( 183,71 ) =0,8734, 19 = 626,5

Passo 1. considerando o r anteriormente obtido, calcular E[n(X,r)], e, a partir deste, novos Q e r:

E[n(X, 626,5 )] = 183,71+ NL (%) =11, 6; Q.= \/2*10 000*(;61;)(5)+9,5*11,6) —1675,1;
_ 1 675,1+8,625 _ _ r1-416,7\ _ L
H(ry) = 9,510 000+1 675,1+8,625 0,132; q)( 183,71 ) = 0,868 1, = 621,9

Passo 2. repetindo o processo, vem
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E[n(X,621,9)] = 183,71+ NL (B2487) _ 17 7, Q; = J2*1°°°°*(;’;;’:+9'5*12'2) =1679,1;
_ 1679,1+8,625 _ _ r,-4167\ _ L
H(ry) = 9,5+10 000+1 679,1+8,625 0,1323; ¢( 183,71 ) =0,8677, 1, = 621,6

Como o ponto de encomenda obtido € praticamente igual ao anterior, ndo necessitamos de prosseguir, podendo assumir
como boa aproximacéao a solucao 6ptima a seguinte:

Quantidade a Encomendar - 1 679 unidades; Ponto de Encomenda — 622 unidades; Stock de Seguranga — 621,6-
416,7+12,2 = 217,1 unidades; Probabilidade de Ruptura no ciclo — 13,2%; N° médio de unidades perdidas por ciclo — 12,2
unidades;

10 000
1679

1679

+ 8,625 (T + 217,1) 49,5 5 10000

1679

Custo médio (esperado) anual = 1 100 * * 12,2 ~ 18 122,2 $ (excluindo custos

de aquisigéo).

16. 5 Modelo (Q; r) com Vendas Perdidas e Custos de Ruptura Fixo e Variaveis

Nesta caso assume-se que para além de um custo variavel, que inclui o beneficio ndo realizado com a perda da venda,
existe um custo de ruptura fixo, independente da dimenséo das vendas perdidas no ciclo.

Conjugando o que foi dito com as analises anteriores, a expressao do custo total (esperado) anual vem entéo

CT(Q,r) = A%+ IC [r —pu+ g + f:o(x - r)f(x)dx] + pf%f:of(x)dx + pv%f:o(x —-r)f(x)dx
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ou
CT(Q, 1) = Ag +IC [r —u+ g] + pf%f:of(x)dx + (IC + p,,g) f:o(x —r)f(x)dx (3.111)

em que py € o custo de ruptura fixo e p, € o custo de ruptura variavel, incluindo o beneficio nao realizado, como foi
definido no inicio do ponto anterior.

O sistema de estacionariedade é entao

ocr@Qr) _ _Ab  1c_ D _p. 2 —
20— @tz PragiHm -—pypEMX N =0 (3.112)
aCcT(Q, D D
T = 1C—py o fr) — ICH() = p, g H(r) = 0 (3.113)
vindo, apos resolugéo,
* 2D{A+pfH(r")+pyE[n(X,r")]} prf(r)+p,H(r")  @'IC
Q" = \/ = e ! 1_H(r’1) == (3.114)

Este sistema € igualmente resolvido de forma iterativa, até obter uma solugdo razoavelmente aproximada, situacéo
actualmente facilitada pelos meios de célculo automatico disponiveis.

Nota 1. Quando p; € muito pequeno comparado com p,,, simplifica-se a expressao anterior eliminando p; e substituindo
P, POr p = ps + Py, OU seja aplica-se (3.110) com p = py + p,,.
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Nota 2. Quando p, € muito pequeno comparado com py, faz-se uma simplificacdo semelhante, mas em que p; €
substituido por p = py + p,, € p, anulado, vindo

+ _ |2D[A+pHG)] fa) _ Qi
Q" = / 1C e THGS — pp (3.115)

cujo sistema continua a ser resolvido de forma iterativa. Esta situacdo € equivalente ao caso em que existe apenas um
custo de ruptura independente do numero de vendas perdidas, o que em rigor ndo é verdade, pois 0 beneficio ndo
realizado é, em principio, proporcional ao nimero de vendas perdidas; acontece que pode ser muito pequeno guando
comparado com o custo de ruptura fixo.

Exemplo 30. Suponha-se o0 exemplo anterior, mas em que adicionalmente existe uma penalizacdo de 1 000 $ no caso de
falha no fornecimento do produto, uma vez que o comprador tem de activar mecanismos de emergéncia no seu processo
produtivo.

Para além da informacgéo anterior, o custo de ruptura é constituido por po = 1000$ e por p, =9,5$. Dado que p,, é
pequeno comparado com py, vamos assumir p = 1 009,5 $ e aplicar (3.115).

Passo 1. Fazendo inicialmente H(r = 0) =1, vem Qg = \/2*10 000-(1100+100951) _ 2 211, 7;

8,625
0,00189: oy = 572, 8

f(ro) _ 22117+8,625
1-H(rg) _ 1009,5+10 000

210 000%(1 100+1 009,5x0,1977)

_ . f(r1)) _ 17359+8625
8.625 =1735,9;

1-H(r;{) ~ 1009,5%10 000

Passo 2. H(ry) =0,1977, Q, = \/ =0,00148; r; = 608

_ _ [2+10000+(1 100+1 009,5+0,1488) _ . f@) _ 17027+8625
Passo 3. H(ry) = 0,1488, Q, = \/ T =1702,7; =i

=0,00145; r; = 610,7
56



ISEG — CURSO DE MAEG 2017/18 - INVESTIGACAO OPERACIONAL I

210 000+(1100+1 009,5+0,1454)

Passo 4. H(r,) = 0,1454, Q; =\/ —=1700,3: f(r3) _ 17003+8,625

1-H(rz)  1009,5+10 000

8,625 =0,00145;

Verifica-se que os valores obtidos sédo praticamente idénticos, pelo que os ultimos sdo uma boa aproximacdo a solucao
optima. Temos finalmente:

Quantidade a Encomendar - 1 700 unidades; Ponto de Encomenda — 611 unidades; Stock de Seguranca — 610,7-
416,7+13,7 = 207,8 unidades; Probabilidade de Ruptura no ciclo — 14,5%; N° médio de unidades perdidas por ciclo — 13,7
unidades;

10 000
1700

1700 1000 10 000
+ 8625 (T n 207,8) + 1000 * 1555 40,145 + 9,5 + =

Custo médio (esperado) anual =1 100 * * 13,7 = 17 217%

(excluindo custos de aquisi¢ao).

16.6 Modelo (Q; r) com Nivel de Servico

Indmeras vezes o custo de ruptura é dificil de estimar. Para obviar situagbes em que néo se conhece o custo de ruptura, é
frequente estabelecerem-se medidas de performance para as politicas preconizadas e que orientam a sua escolha. Estas
medidas séo por vezes designadas por Medidas do Nivel de Servico. Claro que a dificuldade em estabelecer um custo de
ruptura pode existir, mas a solugdo para contornar esta dificuldade apenas na aparéncia a contorna, pois no fundo
estabelecer uma medida de performance acaba por ser equivalente a considerar, embora de forma implicita, um custo de
ruptura, mas ndo ha davida que pode ser mais facil pela maior sensibilidade que um gestor, nomeadamente de stocks,
possa ter a certos indicadores de gestéo.

Embora se possam conceber outras medidas de performance, as medidas habitualmente consideradas para orientar a
escolha da politica sdo as seguintes:

1. Medida 1 para o Nivel de Servi¢go, com o acronimo do inglés SLM1

2. Medida 2 para o Nivel de Servi¢co, com o acrénimo do inglés SLM2
57



ISEG — CURSO DE MAEG 2017/18 - INVESTIGACAO OPERACIONAL I

1. Medida SLM1

Esta medida estabelece uma percentagem para a procura esperada que € anualmente satisfeita, isto é

Elxn] g E[n(Xr)]
— = e =12 ou EnX,1)]=1-ay)Q (3.116)

Como Q é desconhecido, considera-se 0 Q@ de Wilson e, depois de fixado o valor de SLM1 = a4, obtém- se o valor de r.
Os valores obtidos para Q e r caracterizam a politica e a partir deles podemos obter a restante informacao de gestéo:
stock de seguranca e probabilidade de ruptura.

SILM1 =1 —

2. Medida SLM2

Com esta medida estabelece-se um valor para o nimero esperado de ciclos durante o ano em que ocorre ruptura. Seja
a, esse valor. Entdo

SLM2 = P(X > r)% = a, ou PX>71)=ds (3.117)

Igualmente aqui, como Q é desconhecido, considera-se o Q de Wilson e, depois de fixado o valor de a,, obtém- se o valor
de r. No restante procede-se como na medida anterior. Claro que a probabilidade de ruptura no ciclo P(X >r) €,
consequentemente, uma medida do nivel de servico, sendo muitas vezes esse um ponto de partida na definicdo da
politica.

Exemplo 31. considere-se o exemplo 26, mas em que se desconhece o0 custo de ruptura, mas se estabeleceram as
seguintes medidas de performance: para SLM1 estabeleceu-se o valor de 98% e para SLM2 estabeleceu-se o valor de
0,5. Ou seja, vamos obter duas politicas, uma admitindo que a procura nao satisfeita anualmente é 2% e a outra em que
se admite que o nimero esperado de ciclos com ruptura é de 0,5. O sistema é de vendas diferidas.
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1. Politicacom medida MLS1

Q, =1597,1; SLM1=1-20%D1_ 5 _ 0,98, ou seja, E[n(X, )] = 0,02Q = 31,942; E[n(X,7)] = oNL (=~
Q o

r—416,7
183,71

r—416,7
183,71

r—416,7

18371 0,58; r = 523,2; H(523,2) = 0,281

E[n(X,7)] = 183, 71NL ( ) =31,942; NL( ) =0,1739;

Entao:

Quantidade a encomendar — 1 597; Ponto de encomenda — 523; Stock de Seguranca = 106,5; probabilidade de ruptura
no ciclo — 28,1%; N° esperado de ruptura por ciclo — 31,9. No caso de custos de ruptura proporcionais, a titulo de
curiosidade, pode ser obtido o “custo de ruptura” equivalente (implicito) através da expressao

1597 % 8,625
H(523,2) = — 000p - 0,281

vindo p = 4,9, valor por sinal bastante mais baixo do que o considerado no exemplo 26, o que explica a maior parte das
diferencas entre esta politica e a inicial. Outra parte da explicacdo, embora menos relevante, tem a ver com o facto de se
utilizar o Q@ de Wilson em vez de Q*.

2. Politica com medida SLM2

1597
10000

Q,=1597,1, SLM2=P(X> r)% =a, = 0,5, ouseja, P(X > 1) = 0,05 * =0,08; r = 675; E[(X,675)] = 6,6

Entao:
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Quantidade a encomendar — 1 597; Ponto de encomenda — 675; Stock de Seguranca = 258,3; probabilidade de ruptura
no ciclo — 8%; N° esperado de ruptura por ciclo — 6,6. lgualmente, no caso de custos de ruptura proporcionais, o “custo de
ruptura” equivalente pode ser obtido através da expressao

1597 + 8,625 _

H(675) =—5000 p 0,

08

vindo p = 17,25, valor superior ao anterior mas ainda bastante baixo do que o considerado no exemplo 26, o que explica
a menor diferenca no ponto de encomenda.

Nota. A utilizacdo desta medias do nivel de servico podem ser utilizadas tanto em sistema de vendas perdidas como em
sistema de vendas diferidas. O calculo do ponto de encomenda é feito da mesma forma, apenas o stock de seguranca €
diferente, j& que no caso de vendas perdidas tem mais o niumero médio de vendas perdidas por ciclo. Também o “custo de
ruptura” equivalente, cujo o interesse € limitado, € diferente, aplicando-se, num e noutro caso, as respectivas formulas.
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17. Modelos Aleatorios de Revisao Periddica ou de Calendario

Tal como os modelos de ponto de encomenda, estes modelos sdo também de natureza sequencial. Nestes modelos, as
encomendas sao feitas com uma periodicidade fixa, a determinar, e 0 seu montante depende do stock existente no
momento em que se faz a encomenda, também chamado momento da revisdo do stock. A periodicidade é chamada
Periodo ou Intervalo da Revisdo. Como o stock no momento da revisdo varia com a intensidade da procura, nos modelos
de calendario encomendam-se quantidades variaveis em intervalos de tempo fixos, aspecto que os torna diferentes dos
modelos de ponto de encomenda, em que se encomendam quantidades fixas em intervalos de tempo variaveis. Como
facilmente se constata, nos sistemas deterministicos os modelos de ponto de encomenda e os modelos de calendario sdo
idénticos, o que ndo acontece nos modelos aleatdrios, por via da incerteza (aleatoriedade) no comportamento do stock.

No mundo real, encontram-se 0s dois tipos de sistema, mais o de calendario no passado, mais o de ponto de encomenda
actualmente, muito devido ao desenvolvimentos dos sistemas informaticos. Se excluirmos os custos de tratamento da
informacédo e as eventuais dificuldades administrativas na gestdo dos stocks, em geral os sistemas de ponto de
encomenda possibilitam, em condi¢bes de 6ptimo, um menor investimento médio em stocks, contribuindo para maiores
beneficios do sistema.

Dentro dos sistemas de calendario séo, em geral, estabelecidas trés tipos de politicas, das quais a mais generalizada, e
gue aqui apresentamos, € a Politica de Encomenda até R. De acordo com esta politica, no momento da revisdo ocorrera
uma encomenda de modo a levar o stock até ao nivel R, a determinar, desde que que entretanto tenha ocorrido pelo
menos uma venda (uma unidade vendida), o que no caso continuo ocorrera com probabilidade um. Esta politica é
usualmente designada por politica (R; T).

Uma outra politica consiste em encomendar na data fixada desde que o stock no momento da revisao seja inferior a r
(r < R), pretendendo-se com a encomenda levar o stock igualmente até R. E facil de verificar que a politica anterior € um
caso particular desta, em que r = R — 1, quando o stock é uma variavel discreta e r = R quando € continua. Esta politica
é designada por politica (R; r; T).
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A terceira politica corresponde a uma situacdo intermédia entre as duas anteriores, em que € passada uma encomenda se
o stock néo for superior a r, mas a quantidade a encomendar é um multiplo de um Q, isto é, nQ, n=1,2,... O valor de n
corresponde ao maior inteiro tal que o nivel de recursos depois da encomenda seja inferior ou igual a R = r + Q. Esta
politica é conhecida como politica (nQ; r; T).

Nos modelos de ponto de encomenda, dado supor-se que que 0s custos de utilizacdo do modelo sdo independentes da
politica, isto €, de Q e r, estes ndo estdo incluidos. Nos modelos de calendario, a escolha do ciclo das revisoes, isto €, a
escolha de T depende do custo da revisdo, que € diferente do custo de encomenda, embora tenham uma natureza
semelhante, em funcédo do numero de revisodes.

17. 1 Modelo (R; T) com Vendas Diferidas e Custos de Ruptura Variaveis

Tal como os anteriores, também estes modelos sdo modelos aproximados, baseados em varias hipoteses, cujas principais
explicitaremos de seguida. Como ja dissemos, estas hipOteses tornam estes modelos de muito mais facil aplicacdo
pratica, sem lhes retirar importancia, visto manterem, em geral, uma grande aderéncia a inumeras situa¢ées. Permitem,
além disso, compreender mais facilmente o essencial do funcionamento do sistema de stocks. Como se disse, 0 sistema
tem apenas uma instalagéo, e estad em causa a gestdo de um unico produto. Caso existem outros produtos, supde-se que
sdo independentes. Finalmente, supde-se que as variaveis sao continuas.

O comprimento do ciclo é T, a determinar posteriormente, e corresponde ao intervalo de tempo entre duas revisdes
consecutivas. Em cada revisdo procede-se a uma encomenda para levar o stock até R, cujo valor éptimo se pretende
determinar, estabelecendo as seguintes hipéteses:

1. O custo de uma revisao, designado por J, é independente de R e de T;
2. O custo unitario do produto é constante e independente da quantidade a encomendar;
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3. O numero de rupturas (vendas diferidas) € pequeno, 0 mesmo acontecendo com o tempo em ruptura. A chegada de
uma encomenda permite satisfazer todas as unidades diferidas;

4. Tal como no modelo de Ponto de Encomenda, o custo de ruptura, por venda diferida, € assumido ser independente do
tempo em ruptura, visto este em geral ser muito pequeno. Genericamente designa-se por p, podendo ser um custo por
unidade diferida ou ser um custo fixo independente do nimero de unidades diferidas. Quando existirem os dois custos,
o primeiro é proporcional ao numero de unidades em ruptura e tera como custo unitario p,, (custo variavel) e o segundo
é fixo e independente do nimero de unidades em ruptura e é designado py, a semelhanca do que foi considerado nos

modelos de Ponto de encomenda;
5. Supde-se que o prazo de reaprovisionamento é constante.

Graficamente, o stock tem a seguinte evolucao:
Stock 4

R Nivel da politica

> r ! - ™ / Tempo'
Reviséo Revisio Entrega Encomenda

Custos de Revisao e encomenda

Como em cada ciclo hd uma revisdo e uma encomenda, 0s custos anuais sdo dados por -
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(K=J]J+A4) (3.118)
Custos de Posse do Stock

Como a taxa de procura por unidade de tempo é constante (a procura por unidade de tempo mantém o mesmo
comportamento probabilistico), o stock médio resulta da média entre o stock maximo esperado e o stock minimo
esperado.

Através do grafico verifica-se que quer o stock maximo quer o stock séo variaveis aleatorias. O stock maximo ocorre apos
a chegada da encomenda e € dado por R — X, em que X é a procura durante o prazo de reaprovisionamento. O seu valor
provavel, ou esperado, sera entdo R — E(X) = R — .

Por outro lado o stock minimo ocorre imediatamente antes da chegada da encomenda, verificando-se pelo grafico que é
dado por R — X — X7, em que Xy € a procura (aleatodria) durante o ciclo T. O seu valor esperado representa o stock de
seqgurancae és=R—E(X) —E(X;) =R—u—TD. Como X;,r = X + X7 (X; = X, como se disse), o stock de seguranca
depende da procura esperada no intervalo de tempo L+ T, sendo s = R — E(Xr, ), a0 contrario do que acontece nos
modelos de ponto de encomenda em que depende apenas da procura esperada no prazo de reaprovisionamento L. Ja se
disse que neste modelo a quantidade a encomendar € uma variavel aleatéria (encomendam-se quantidades varidveis em
intervalos de tempo fixos). Verifica-se facilmente que essa variavel aleatéria € Xy e o seu valor esperado é TD, isto é, em
média encomenda-se a quantidade correspondente a procura esperado no ciclo T.

O stock médio é entdo dado pela média do stock méximo e do stock minimo , isto €, R — u—%, vindo, atendendo a
hipotese 3, para o custo médio anual de posse do stock

TD

IC[R-p-22 (3.119)
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Custos de Ruptura de Stock

Para determinar o custo de ruptura anual comeca por determinar-se o custo de ruptura no ciclo, o qual se multiplica pelo
namero de ciclos anuais, que € 1/T. As encomendas ocorrem no momento da revisdo, com periodicidade T. Para fixar
ideias, seja t 0 momento em que foi langada uma encomenda; essa encomenda sera recebida no momento t+ L, e a
seguinte no momento t+ L+ T. Com a passagem da encomenda, os recursos do sistema (stock mais o montante
encomendado) passam a R. Deste modo, havera ruptura se a procura durante o periodo L + T ultrapassar o nivel R de
recursos do sistema, isto €, se X;.r > R. Note-se que a variavel aleatéria envolvida no célculo da ruptura € X; .7, € ndo X,
como acontece nos modelos de ponto de encomenda. Por exemplo, uma encomenda passada no momento t chega no
momento t + L, e a proxima encomenda chegara no momento t + L + T. Portanto, as unidades diferidas entre t + L e t +
L+ T estdo relacionadas com a encomenda passada no momento t. Analisemos 0 que se passa com as rupturas
associadas a este momento. Como a proxima encomenda s6 chega no momento t + L + T e a encomenda passada em t
levou o stock até R, uma unidade diferida esta associada a encomenda feita em t se e s6 se a procuraentretet+ L+ T
€ superior a R. Deste modo, designando por n(X..r,R), ou simplesmente n(R, T), a variavel aleatéria numero de
unidades em ruptura no ciclo, vem :

0 X <R

sendo o seu valor esperado, no caso continuo, dado por
E[n(R,T)] = f,:o(xmr — R)f(xpyp)dxp 7 (3.120)

O custo esperado anual de ruptura sera entéao

P%wa(XHT — R)f(xpyr)dxpyr (3.121)
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em que f(x;,7r) € afuncdo de densidade da procura no periodo L + T.

A expresséao do custo médio anual esperado vem entao
K TD 1 o0
CT(R,T) =7 +1IC [R —K- 7] +P5Jg per — Rf (xpar)dxp,r (3.122)

Para T dado, o valor de R deve verificar a condi¢do de estacionariedade,

% =IC+ ? [-Rf(R) + Rf(R) — fRoo fxpir)dxpp] =0 (3.123)

sendo, finalmente, o valor éptimo R* a solucdo da equacao

Jp fxpsp)dxyr = H(R,T) = % (3.124)

Para determinar o valor éptimo de T, uma alternativa consiste em proceder de forma semelhante e resolver a equacéo que

resulta de aCTa(f’T) =0 em simultdneo com (3.124), utilizando, por exemplo, o método de Newton. No entanto, uma

alternativa mais simples consiste em simular varios valores para T e resolver sucessivamente (3.124) e obter o valor para o
custo total, isto €, (3.122). Este método, apesar de laborioso, € bastante simples e permite facilmente obter o valor T*.

Nota 1. Quando % > 1, (3.124) néo tem solucéo, pois H(R,T) é uma probabilidade. No entanto, tal ndo devera ocorrer se

permanecerem validas as hipoteses consideradas. Por outro lado, significa que se considerou um custo de ruptura muito
pequeno comparado com o custo de posse, 0 que pode nao ser realista.
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Nota 2. Suponha-se que o0 prazo de reaprovisionamento € aleatdrio e admitindo que as encomendas sao recebidas pela
ordem em com que s#o feitas. Seja g(L) a respectiva funcdo de densidade, com valor minimo L e valor maximo L e em
que L, representa o tempo que demora a encomenda feita em t e L, o tempo que demora a encomenda feitaem t+T.
O namero esperado de rupturas no ciclo é igual a

f; fz f;o(xl,zw —R)f(x1,+7)9(L2)g(L1)dxy, .7 dLrdLy = fROO fz(xL2+T — R)f(x1,+7)9(L2)dxy, 7 dL, (3.125)

visto que

I
J- g(LydL; =1
L

Fazendo fLLf(xL2+T)g(L2)dL2 = Tz(xL2+T), 0 numero esperado de rupturas € igual a

Ja Grper = R)R(x1, 1) dX, 47 (3.125a)
Para que (3.125) seja valida é necessario que L < L + T. Neste caso, vem para R* a solucéo da equacéo

HRT) =—
P

00 —~

em que H(R,T) = fR h(xy,+r)dx;, 7. Quando o prazo de reaprovisionamento € constante, resulta entdo que H(R,T) =
H(R,T) e, consequentemente, h(xy,,r) = f(xpi7).

Exemplo 32. Uma empresa decide rever mensalmente, com um custo de 200€, o seu stock para decidir o montante a
encomendar. Cada encomenda custa 800 €. Cada unidade procurada e nao satisfeita é diferida, havendo um custo de 200 €.
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O custo unitario do produto € de 100 € e a taxa de posse é de 12% ao ano. A procura por unidade de tempo é normal,
tendo no caso mensal uma média de 100 unidades e um desvio padrdo de 20. o prazo de reaprovisionamento é de uma
semana.

2
Pelos dados do problema, sabe-se que E(X;,r) = 100 + =2 = 123,1, V(Xp,p) = 20% + 12+ = 492,16, 0y, = 22,2

(Aplicando (3.124), vem
ICT _ 0,12+100%+1/12

200

H(R"T) = = 0,005

R*-1231\ * ~
qb( = )_0,995 mmm) R =180,2~ 180
Stock de Seguranga =180,2 — 23,1 -100=57,1

Numero esperado de rupturas = ff;o (x4 —180,2)f(xpyp)dxpyr = 22,2 %0,0145 — 57,1+ 0,005 ~ 0,035

Custo anual (excluindo c. aquisicdo) = 1 000 * 12 + 0,12 * 100 (180, 2-23,1- %) +200+%12+0,035 =13 370 €

Periodo de Revisao:

R (politica) 180,2 401,1 454,5 481,1 507,6 534,4 539,2
S. Seguranga 57,1 78,0 81,4 83,0 84,5 85,9 86,1
P(Ruptura) - % 0,5 1,5 1,8 1,9 2,0 2,1 2,2
E(Rupturas) 0,035 0,191 0,244 0,273 0,302 0,333 0,339
Custo Total - € 13 369,9 6 890,1 6 675,3 6 623,5 6 598,0 6 596,0 6 598,8
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Ou seja, periodo optimo de revisdo é de 4,25 meses, T* = 4,25 meses. Em termos praticos, podemos considerar que as
revisdes deveriam ser, aproximadamente, de quatro em quatro meses.

17. 2 Modelo (R; T) com Vendas Diferidas e Custo de Ruptura Fixo

Neste caso, 0 custo de ruptura é independente do numero de unidades diferidas. A metodologia é semelhante a
desenvolvida nos modelos de ponto de encomenda. A expressao do custo total sera agora dada por

K TD 1 o0
CT(RT) =2+ IC|R—pu—22| +p= [ fper)dxpr (3.126)

Igualmente, para T dado, o valor de R deve verificar a condi¢cdo de estacionariedade

aCT(R,T)

- =1c-§f(R) =0

f(RY) = % (3.127)

Nota. Quando o prazo de reaprovisionamento é uma variavel aleatéria, f(x;,r) € substituida por Tz(xL2+T).

Exemplo 33. Considere-se o exemplo anterior em que o custo de ruptura é fixo e de montante igual a 1 000 € e o periodo
de revisdo € de 4 meses.

(R = 0,12 * 100 * 4/12
/ B 1000

= 0,004
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A utilizacdo da funcdo de densidade da normal no excel permitiu obter R* = 478. A partir daqui podemos obter os
restantes indicadores da politica de stocks:

Stock de Seguranca = 487 — 23,1 — 400 = 54,9; P(Ruptura) = 9%; Numero Esperado de rupturas = 1,74;

Custo anual (excluindo c. aquisi¢cdo) = 1 000 * % + 0,12 100 * (478 —-23,1—- ?) + 1000 * % 0,09 ~ 6332 €

17. 3 Modelo (R; T) com Vendas Diferidas e Custos de Ruptura Fixo e Variaveis

Neste caso, 0s custos de ruptura sdo novamente de dois tipos: existe um custo que € independente do niumero de
unidades diferidas, py, e custos variaveis proporcionais ao numero de unidades diferidas e cujo unitario € p,. A

metodologia é semelhante a desenvolvida nos modelos de ponto de encomenda. A expressao do custo total serd agora
dada por

K TD 1 (o 1 oo
CT(R,T) = +1C [R ol 7] +pr5lg Fuen)dxpir + Po [ (per — R f(xper)dxpsr (3.128)

Igualmente, para T dado, o valor de R deve verificar a condi¢cdo de estacionariedade

OCT(RT) _ ;. Pf Py _
== =I1C—Lf(R) ~"2H(RT) = 0
prf(R*) + p,H(R",T) = ICT (3.129)

Nota 1. Quando o prazo de reaprovisionamento € uma variavel aleatoria, f(x;,r) € substituida por Tl(xL2+T).

Nota 2. Quando py € muito pequeno comparado com p,,, simplifica-se a expresséo anterior eliminando py e substituindo
Py POr' p = py,+py.
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Nota 2. Quando p,, € muito pequeno comparado com py, a simplificagdo consiste em eliminar p,, € em substituir p; por
p = ps + Py, €M (3.129), 0 que € equivalente a fazer p = py + p,, € aplicar (3.127), apresentado em 17.2.

Nota 3. Podemos igualmente concluir que (3.124) e (3.127) sdo casos particulares do modelo geral (3.129), em que py =
0 e p, = 0, respectivamente.

17. 4 Modelo (R; T) com Vendas Perdidas e Custos de Ruptura Variaveis

Quando comparado com o modelo de vendas diferidas com custos de ruptura proporcionais, a diferenca principal reside
no calculo do stock de seguranca, situacdo que ja acontecia nos modelos de ponto de encomenda. Os custos de reviséo,
de passagem da encomenda e de ruptura tém exactamente as mesmas expressdes. Por outro lado, os custos de ruptura
incorporam os custos de oportunidade associados aos beneficios ndo realizados por inexisténcia da venda.

Graficamente o stock evolui de acordo com o gréfico:
Stock 4

R b @ @ Nivel da Politica
?‘\ N

-
N

\

-h“ Q\
L—»
' N
| S R
< T —> \ Entrega Encomenda Tempo
\ Revisio / Encomenda
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Para calcular o stock médio, obtenha-se primeiro o stock minimo, que ocorre antes da recepcdo de uma encomenda.
Note-se que agora a quantidade a encomendar € uma variavel aleatéria, que depende do stock (uma variavel aleatoria) no
momento da revisdo. O seu valor médio € TD, montante correspondente a procura esperada no ciclo T. Designando por
&(Xy+1, R) 0 stock minimo, vem entao (ver grafico):

R-X X+t <R
£(XL+Tﬁ R) = {O T Xi:—:' >R

O valor esperado do stock minimo, que constitui o stock de seguranca, é pois

(o)

R o0
E[e(Xpi1,R)] = J (R = xpr)f(xp4r)dXpyr = f (R = xp4r) f (xp4r)dX 7 — fR (R = xp4r)f(Xper)dXpyr
0 0

E[e(Xpp, ] =R—pu—TD + [ (xor — R)f (Xpap)dxpp (3.130)

O valor esperado do stock maximo € igual ao do stock minimo acrescido do valor esperado da encomenda, que € TD,
como se disse atras, isto é,

R—p+ [ (erer = Rf (Xpar)dXper (3.131)

vindo entdo para o stock médio
TD 00
R—p——F+ [ Grr — Bf (xp4r)dxpsr (3.132)
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Como numero esperado de rupturas tém uma expressao semelhante a do modelo de vendas diferidas,
E[n(R T)] = f (R—xpyp)f(xpsp)dxpr
R

vem, finalmente, o custo esperado anual, excluindo os custos de aquisi¢ao:
K TD P )
CT(R,T) = +1IC [R —p— |+ UC+D) [p R—xpp)f(xpar)dxpyr (3.133)
Para T dado, o valor de R deve verificar a condi¢do de estacionariedade
dCT(R,T 00
D = IC+ UC+B[-RF(R) + RF(R) — [ fxper)dxpir] = 0 (3.134)

sendo, finalmente, o valor éptimo R* dado pela solugdo da equacao

® Ict
Jg Fxpep)dxpr = HR,T) = ICT+p (3.135)

Para determinar o valor 6ptimo de T procede-se como no modelo de vendas diferidas.

Nota. Quando o prazo de reaprovisionamento € uma variavel aleatéria, f(x,,r) € substituida por Tz(xL2+T) e H(R,T) por

H(R,T), em que h(xy,.r) = f: f(x1,41)9(L2)dL,.
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Exemplo 34. Suponha os dados do exemplo 29, mas em que a empresa, para maior simplicidade administrativa, encara
mudar para um sistema de calendario com revisdes trimestrais, que custam 300 $. Pretende conhecer-se a politica neste
caso e compara-la com a politica adoptada no sistema de ponto de encomenda.

Relembremos os dados do problema:
D =10000 unidades: T=13—2= 0,25 anos: L =%= 0,042 anos: C=50+5+0,02+50+1+0,5=575% I =

0,15; IC=0,15%57,5=8,625%, p=66—-57,54+1=9,5%; A=500+600=1100; J =300 $; E(X)=y=%;*

[0,5 . ~ o
10000 =416,7; 0 =900 T 183,71; E(Xy471) = Uior =2916,7; o017 = /V(X.r) = 486,1;X e X[, S80 varidveis

aleatorias normais.

Aplicando o modelo, tem-se

ICT 8,625%0,25
H(R',T) = -

TCT+p — B6Z5+025195 — 0,185; R*=3352,4; E[n(X;,r,R)] = 48,8; S.Seguranca= 484,6

2500

18,625+ 3352 - 416,7 - 22| + (8,625 + =) + 48,8 ~ 22415 $

CT(3352;0,25) = 025

Se se retirar 0s custos de revisdo, que representam 1 200 $, o valor 21 215 $ (22 415-1 200) compara com 18 122 $. No
entanto, deve notar-se que o periodo de revisdo, T, ndo esta optimizado, aspecto que nao altera a conclusao geral de que
em condicdes ceteris paribus 0 modelo de ponto de encomenda apresenta custos totais mais baixos. E 0 que vamos
ilustrar optimizando o periodo de revisdo. Através de simulacdo numérica, verifica-se que o periodo de revisdo devera ser
cerca de 2 meses, quando se consideram o0s custos de revisdo, e de cerca de 1,8 meses quando estes custos nao séo
considerados, 0 que em termos praticos significa um ciclo de 2 meses. Apresenta-se de seguida uma tabela com os
principais resultados.
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Resultados da Simulacao:

R (Politica) 1719 2134 2380 2543 2625 2706 2949
S. Seguranga 478,8 484,7 486,3 487,0 487.4 487,1 486,8
P(Ruptura) -% 7,0 10,2 12,0 13,1 13,7 14,3 15,9

E (Rupturas) 9,98 17,82 23,03 27,63 29,32 31,07 37,49
Custo c/Revisdo - $ 25661 22126 21454 21332 21342 21354 21612
Custo s/Revisdo - $ 22 061 19 726 19 454 19 568 19 628 19718 20172

17.5 Modelo (R; T) com Vendas Perdidas e Custos de Ruptura Fixo e Variaveis

Também neste caso, a abordagem é semelhante a feita no modelo de vendas diferidas, apenas com a particularidade de
0 custo de ruptura variavel incluir o beneficio ndo realizado com a perda da venda. A expressdo do custo total sera agora
dada por

K ™D | o o , o
CT(R,T) =2 +1IC [R —n-5+ R R- xL+T)f(xL+T)de+T] + %fR fOepsm)dxp,r + 82 [°(R = xp ) f(xper)dXper
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ou, de forma mais simplificada,
K TD Pf Pvy
CT(R,T) =7 +1IC [R —u—— |+ 7 g FGrndxpr + UC+7D) [ (R — xpr) f(xpar)dxp,r (3.136)

Igualmente, para T dado, o valor de R deve verificar a condi¢cdo de estacionariedade

dCT(R,T)

R =1c-(Ic+2)H®R) -2 f(R) =0

f

emque F(R) =1 — H(R) é afuncao de distribuicdo da variavel aleatéria X;_.r.

Nota 1. Novamente, quando py € muito pequeno comparado com p,,, simplifica-se eliminando p e substituindo p,, por
p = py + Py, vindo como solugdo a raiz da expresséao de (3.135).

Nota 2. Quando py € muito pequeno comparado com p,, a eliminacdo de p, e a substituicdo de py por p =py+p,
conduz a expressao
_IcT

fRY ==

Nota. 3 No modelo de vendas perdidas existe sempre um custo de ruptura variavel, correspondente ao beneficio ndo
realizado, pode é ser pequeno, justificando assim a simplificacéo.

F(RY) para T fixado (3.137a)
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Nota 4. Quando o prazo de reaprovisionamento € uma variavel aleatoria, f(x;,r) € substituida por ﬁ(xL2+T) e H(R,T) por
Iy -~ i
H(R,T), em que h(xy,.r) = fL f(x1,41)9(L2)dL,.

Exemplo 35. considere-se o exemplo anterior, em que para além do custo de ruptura proporcional de 9,5 $, existe um
custo de ruptura fixo, correspondente a uma penalidade por falha, de 3 000 $.

Apesar da dificuldade numérica em lidar com nimeros muito pequenos, encontra-se um valor para o nivel da politica R* =
3 540, a partir do qual podemos determinar as restantes componentes da politica de stocks. Assim:

Nivel da politica — 3540; Stock Seguranca - 646,4; Probabilidade ruptura — 10%; Numero esperado de rupturas por ciclo —
23,1; Custo anual médio — 24 032 $.

17.5 Modelo (R; T) com Nivel de Servico

Tal como nos modelos de ponto de encomenda, quando o custo de ruptura € desconhecido, podemos utilizar medidas de
performance para orientar a escolha das politicas de stocks. S&o igualmente designadas por Medidas do Nivel de Servigo.
Claro que a dificuldade em estabelecer um custo de ruptura pode existir, mas a solugéo para contornar esta dificuldade
apenas na aparéncia a contorna, pois no fundo estabelecer uma medida de performance acaba por ser equivalente a
considerar, embora de forma implicita, um custo de ruptura, mas ndo ha davida que pode ser mais facil pela maior
sensibilidade que um gestor, nomeadamente de stocks, possa ter a certos indicadores de gestéo.

Continuaremos a utilizar as mesmas medidas que nos modelos de ponto de encomenda, isto €,

1. Medida 1 para o Nivel de Servi¢go, com o acronimo do inglés SLM1
2. Medida 2 para o Nivel de Servi¢co, com o acrénimo do inglés SLM2
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1. Medida SLM1

Esta medida estabelece uma proporcao (ou percentagem) para a procura esperada que € anualmente satisfeita, isto €

E[n(RT)] 7

SIM1 =1 — 5

=a; ou E[nRT)]=0-a;)TD (3.138)

para T dado. Depois de fixado o valor a; para o nivel de servico SLM1, obtém- se o valor de R, que caracteriza a politica
e partir do qual podemos obter a restante informacéo de gestdo: stock de seguranca e probabilidade de ruptura.

2. Medida SLM2

Com esta medida estabelece-se um valor para o numero esperado de ciclos durante o ano em que ocorre ruptura. Seja
a, esse valor. Entdo

SLM2 = P(Xp,r > R) 7 = ou P(Xy.r > R) = apT (3.139)

Depois de fixado T e a, para a medida SLM2, obtém- se o valor de R. No restante procede-se como na medida anterior.
A semelhanca do modelo de ponto de encomenda, a probabilidade de ruptura no ciclo P(X;.r > R) é, consequentemente,
uma medida do nivel de servi¢co, sendo muitas vezes esse um ponto de partida na definicdo da politica.

Exemplo 36. No exemplo 32 suponha-se que o custo de ruptura é desconhecido e que a empresa estabelece um nivel de
servico dado pelo nimero esperado de ciclos durante 0 ano em que ocorre ruptura e que esse nivel deve ser no maximo
0,5. Determine a politica de aprovisionamento neste caso. Qual €, neste caso, o custo de ruptura implicito?.

Neste caso foi estabelecida uma medida de performance do tipo SLM2. Recordemos os dados do problema: 78
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D=1200; K=1000; IC=12€EX)=pu=23,1; EX;.7) =123,1; V(X;,7) = 492,16; oy,7 =22,2; L= é anos;
T = % anos; SLM2 = a, = 0,5. Entao:

SLM2 =P(X; .1 > R)% =0,5 PXy.r>R)=0,0417;, R=161,5~= 162; S.Seguranca =161,5—123,1 = 38,4;

E[n(162;1/12)] = 22,2 * 0(1,732) + (123,1 — 161,5)H (161, 5; 1—12) =22,2 «NL(1,73) = 0,376,

cr 12
H(R*T)  12+0,0417

Custo de ruptura implicito: p = =24 €.

Quando comparamos estes resultados comos obtidos no exemplo 30, verifica-se que o nivel da politica é mais baixo, bem
como o stock de seguranca, e a probabilidade de ruptura no ciclo € mais elevada. Isto resulta de um custo de ruptura
equivalente bastante mais baixo, 24 € versus 200 €.

Exemplo 37. Vejamos 0 mesmo exercicio mas supondo que o sistema é de vendas perdidas e que se pretende um nivel
de servico dado pela percentagem esperada da procura que € satisfeita em 99%. Pretende determinar-se a politica de
stocks nestas condi¢des. Assim, com 0os mesmos dados foi estabelecido SLM1 = a4 = 0,99.

De acordo com (3.128), vem
1
EMm(R,T)] = (1 —ay)TD = E[n(R;1/12)] = 0,01 * 3*1200=1

_ _ R-ppir _ R-1231\ _ . R-1231) _ . R-1231 _ o ~
E[n(R;1/12)] = 0, 7NL (—am ) = 22,2NL (—22_2 ) —1: NL (—m ) = 0,0451; © 2 ~ 1,30, R = 151,9 ~ 152
S.Seguranca = 151,9 —123,1+ 1 = 29, 8; H(152;1—12) =9,7%; p(implicito) = 12’:)2097 — % =9 31¢€.
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18. Modelos de Stocks em Futuro Incerto

Embora a incerteza esteja presente nos modelos aleatdrios — incerteza probabilizavel — quando falamos em futuro incerto
estamos a considerar que existe um desconhecimento total ou parcial do comportamento da procura ou do prazo de
reaprovisionamento. Claro que na generalidade dos problemas reais raramente se desconhece completamente a natureza
do comportamento da ou das variaveis aleatorias. Nao é credivel que alguma entidade gira actividades ou se dedique a
producédo e comercialzacdo de produtos que desconhece completamente. Algum conhecimento existe sempre.

No entanto, no sentido de dar alguma coeréncia tedrica ao texto, achamos util abordar as diversas situacdes que o
decisor defronta relativamente ao grau de incerteza. Ja vimos as situacdes de certeza (caso particular de incerteza nula),
guando tratamos os modelos deterministicos, incerteza aleatdria, quando tratamos os modelos aleatorios, e agora a
incerteza “nao aleatdria”, em que se conhece parcialmente a procura ou o prazo de reaprovisionamento, mas nao o seu
comportamento probabilistico. E uma situacio que se pde em termos praticos, sobretudo numa fase inicial da gest&o de
um produto novo. Por isso vamos analisar o processo de deciséo racional. Neste capitulo apenas consideramos incerteza
na procura do produto, e iremos considerar os modelos de periodo Unico e os modelos sequenciais.

18.1 Modelos de Periodo Unico em Futuro Incerto

A situagdo de maior incerteza passivel de ser tratada com alguma racionalidade econémica acontece quando apenas se
conhece os valores que a procura pode assumir, isto é, os estado da natureza relativamente a procura. llustre-se o
problema da arvore de Natal através de um exemplo muito simples.

Exemplo 38. Um pequeno comerciante pretende encomendar arvores para vender durante a época de Natal. Apenas
sabe que a procura pode assumir os valores de 0 a 5 (assumiu-se uma procura com valores pequenos para nao tornar o
problema muito pesado sob o ponto de vista dos calculos, mas em que o essencial € mantido). Cada arvore € vendida por
50 u.m. e custa 20 u.m.. As arvores nao vendidas durante o periodo sdo vendidas mais tarde a uma padaria a forno de
lenha que compra cada arvore por 10 u.m..
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O problema consiste em saber quantas arvores o comerciante deve encomendar para vender durante a época natalicia.
Por sua vez, o comerciante por cada arvore ndo vendida atribui uma perda de 5 u.m., correspondente aos produtos
acessorios nao vendidos e que séo utilizados com a arvore, tais com lampadas, bonecos, presépios, “flocos de neve”, etc.

Claro que o montante a encomendar varia igualmente entre O e 5 arvores. Construa-se a matriz de ganhos associada aos
diversos niveis de procura e aos varios montantes de arvores a encomendar.

Procura
Cencomenda |0 | 1 |2 | 3 | 4
0 0 5 -10 -15 -20 -25
1 -10 30 25 20 15 10
2 -20 20 60 55 50 45
3 30 10 50 90 85 80
4 40 0 40 80 120 115
5 50 -10 30 70 110 150

Trata-se claramente de um problema da Teoria da Decisdo, sem dados. Esta teoria preconiza varios critérios de deciséo
para problemas nestas condigbes. Um dos critérios utilizados é o critério Maximin, em que se procura maximizar 0s
ganhos minimos. Este critério, quando se utiliza uma matriz de perdas, ou custos, € o conhecido como critério Minimax,
ou critério de Wald, e que também é utilizado na Teoria dos Jogos.

Nota. Um problema de Teoria da Decisdo pode ser entendido como um problema da Teoria dos Jogos, mas em que um
dos jogadores € a Natureza. No entanto, de um modo geral, na literatura considera-se como um problema da Teoria da
Decisdo, j& que os pressupostos de informacgéo e inteligéncia racional de um jogador propriamente dito ndo sdo os
mesmos do “jogador” Natureza.
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Se aplicarmos entéo o critério Maximin & matriz de ganhos definida acima, vem

Montante da Encomenda Minimo ganho Maximin
0 -25
1 -10 -10
2 -20
3 -30
4 -40
5 -50

A luz deste critério, deve apenas encomendar-se uma arvore de Natal. Como se verifica, este critério € um critério
pessimista, e esta é uma das principais criticas que lhe é feita enquanto critério de deciséo, pois supde que a Natureza é
0 mais adversa possivel. Repare-se que na Teoria dos Jogos tal critica ndo é valida, pois pressupde-se, nos jogos nao
cooperativos de informacdo completa, que ambos 0s jogadores sao inteligentes, igualmente racionais e dispdem da
mesma informacao, situacéo que é diferente na teoria da decisao, por um dos oponentes ser a Natureza.

Um outro critério utilizado, em certa medida para tentar obviar o pessimismo do critério maximin, é o critério Pesar
Minimax ou critério de Savage. De acordo com este critério, constréi-se a matriz dos custos de oportunidade ou matriz dos
pesares e a seguir aplica-se o critério minimax, ou seja minimizar os pesares maximos. Vem entédo

Procura
Cercomensa | 0 | 1 |z | 3 | & | 5

0 0 35 70 105 140 175
1 10 0 35 70 105 140
2 20 10 0 35 70 105
3 30 20 10 0 35 70
4 40 30 20 10 0 35
> 50 40 30 20 10 0
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Esta matriz constréi-se muito facilmente. Com efeito, para cada estado da natureza escolhe-se a melhor decisdo e o
respectivo ganho associado. Depois, para cada decisao possivel, subtrai-se ao ganho com a melhor decisdo o ganho com
essa decisdo. O valor obtido corresponde ao custo de oportunidade associado a cada deciséo, isto €, o que se deixa de
ganhar por ndo ter tomado a melhor decisao dado aquele estado da natureza. Assim, se designarmos por a;; 0s
elementos da matriz original de ganhos e por ¢;; a matriz dos custos de oportunidade, para cada estado da natureza j,
verifica-se que

Ci]' = mflx al-]- - al-]-

Calcula-se depois 0 mini max c;j, que no exemplo apresentado € c; s = 40, isto e, devem ser encomendadas 4 arvores
i J

de Natal, decisdo diferente da anterior.

Se os custos de ruptura forem pouco significativos, é facil de verificar que o critério maximin na matriz original de ganhos
(critério de Wald) privilegia encomendas baixas (excesso de prudéncia) enquanto o critério pesar minimax (Savage)
privilegia encomendas elevadas. Esta € uma das criticas e dificuldades nesta abordagem, pois o problema é o mesmo,
embora se apresente de forma diferente, mas a decisao é contraditoria.

Um outro critério, por vezes utilizado, consiste em atribuir igual probabilidade a todos os estados da natureza e aplicar o
critério de Bayes, ou seja tomar a decisdo com maior ganho esperado. Este critério — do valor esperado — é também
conhecido por critério de Laplace-Bayes. Neste caso a deciséo seria encomendar 4 arvores, a que corresponde um ganho
esperado de 52,5 u.m.. Outra forma seria atribuir, ainda que subjectivamente, probabilidades (eventualmente diferentes)
aos diversos estados da natureza e aplicar este critério.

Para além destes critérios, 0s mais usuais, podemos ainda utilizar outos, como por exemplo:

» Escolher a decisdo a que corresponde o maior valor da média entre a hiptese pessimista (natureza o mais adversa
possivel) e a hipotese optimista (a natureza “manifesta-se” da melhor forma possivel). Este critério é por vezes
designado por critério de Hurwicz (de L. Hurwicz). Neste caso a decisao seria encomendar 5 arvores de Natal;
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» Escolher, ainda que subjectivamente, o estado da natureza que possa ter maior probabilidade e escolher a decisdo com
maior ganho. Se pensarmos que a procura com maior probabilidade corresponde a 3 arvores, entédo a decisdo consiste
em encomendar 3 arvores, a que corresponde um ganho esperado de 90 u.m..

A utilizacdo do critério de Laplace-Bayes abre perspectivas importantes, na medida em que transforma um problema de
decisédo em futuro incerto num problema de decisdo em futuro aleatério, ja tratado. Permite ainda tratar facilmente casos
continuos e que envolvam montantes elevados na procura, através da distribuicdo uniforme (igual probabilidade no caso
discreto e igual densidade no caso continuo).

Exemplo 39. Considere-se o exemplo 20, mas em que a procura de quartos se situa entre 2 000 e 4 000, sem
conhecimento da distribuicdo de probabilidade da procura, mas em que, a falta de melhor, se atribui igual probabilidade
aos diversos valores que a procura pode assumir.

Utilizando a informagé&o do exemplo 20 e aplicando a distribuicdo Uniforme (2 000; 4 000), vem

Q*-2000 _ V+pg—C _ 90-50
4000-2000 V+po-l 90-15

F(Q") = = 0,533

Ou seja, Q* = 3 067 quartos, sendo o custo esperado

E[CT(3 067)] = 15+ 3 000 + (50 — 15) 3 067 + (90 — 15) [/ ' "(x — 3 067) ————— ~ 168 667 $

Nota. A solucéo é claramente uma solu¢do de um modelo aleatério com uma procura uniforme.

Depois do exposto, verifica-se que nestes casos € dificil falar numa solugédo éptima, pois a escolha depende do critério
utilizado, e é dificil encontrar uma solucdo consensual. Digamos que depende da atitude do decisor face a incerteza. A
consideracao de igual probabilidade é muitas vezes assumida quando se conhece mal um fenébmeno, a ndo ser que haja a
suspeita de que alguns estado da natureza sdo mais provaveis do que outros.
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Pode, no entanto, acontecer que, embora ndo conhecendo a distribuicdo de probabilidade, se tenha alguma informacéo
adicional, nomeadamente de alguns dos seus parametros, eventualmente alguns momentos, coeficiente de assimetria ou
coeficiente de achatamento. Refira-se que sem o conhecimento da média e da variancia ndo sédo possiveis grandes
avangos, pouco mais se consegue do que o obtido atras para casos simples, como o referido atrds. No entanto, o
conhecimento destes dois parametros permite a obtencdo de alguns resultados interessantes; € com base nesse
conhecimento que complementamos a analise nos modelos de periodo Unico e dos modelos sequenciais agora em
contexto de futuro incerto.

Embora se possam utilizar algumas desigualdades importantes da Teoria das Probabilidades, em funcdo dos parametros
conhecidos, nomeadamente a desigualdade Cantelli, Gauss e de Tchebychev, como assumiremos que conhecemos
apenas a média e a variancia da procura, utilizaremos apenas a desigualdade de Tchebychev e o desenvolvimento em
série de Euler-Maclaurin, neste caso para o estabelecer um limite superior ao nimero esperado de unidades em ruptura,
tal como é demonstrado por Starr e Miller. Relembremos a desigualdade de Tchebychev quando se conhece a média e a
variancia de uma variavel aleatoria,

1 . .
e P(|IX—pu|l=to) < 7z também escrita na forma

1
. P(IX—u|<ta)21—t—2

A desigualdade de Tchebychev e o desenvolvimento de Euler-Maclaurin permite estabelecer a seguinte desigualdade
importante:

. f:iat(x—u— ot) f(x)dx < a(%+i+i+ )

2t2  6t3

Como os termos a partir do terceiro séo em geral pequenos, considera-se, como simplificagdo, apenas os trés primeiros.
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18.2 Modelo de Periodo Unico com Custos de Ruptura Variaveis

Suponha-se agora que se existe informacéo parcial sobre a variavel procura, através do conhecimento de alguns dos
seus parametros. Para facilidade de exposi¢do tratamos apenas o caso continuo, tanto mais que quando a procura tem
valores elevados o seu ajustamento ao continuo ndo levanta problemas praticos. Considere-se hovamente o modelo geral
de periodo Unico, em que ndo existem unidades em stock e sem consideracdo do custo de encomenda, mantendo as
designac¢des dos modelos aleatérios,

_(VX-CQ+1(Q-X) X<Q
G(Q)_{VQ—CQ—I’U(X—Q) X>Q

cujo valor esperado, dado por (3.66) no caso continuo, é
E[6GQI=WV-Dp—-(C-DQ—-V+p,—D fQOO(x — Q) f(x)dx (3.140)

A solucao 6ptima é, como sabemos, dada por

V+p,-C p—-C
V+p,—-1 p-1

F(Q) =

mas desconhece-se F(Q*). Supondo que se conhecem a média u e o desvio padrao o, faca-se Q = u + at. Utilizando a

desigualdade de Tchebychev, e aplicando o desenvolvimento em série de Euler-Maclaurin, prova-se (Starr e Miller) que

00 1 1 1 . ~
fuwt(x —p—ot) f(x)dx < o(; + 57+ £ 5), vindo entdo para (3.140)

E[GQ)] = (V-Du—(C—D(p+0t) = (V+p,—Do(;+55+75) = E[GQ] = 6 (3.141)
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gue indica um valor minimo para o ganho esperado. Maximizando este ganho minimo em funcéo de t, vem

1

Y (C-Do+ W4y -Do(mtstog)=0
dt a Pv \eTe T 2r) T

Ou seja,

_WHpeh g WpymD  WApemD _ (3.142)

t4
(c-n (c-n 2(c-D

Resolvida esta equacao, obtém-se seguidamente o valor de Q. Note-se que a solugdo obtida € uma solugdo maximin, sé
que em relacao as distribuicées de probabilidade da procura, pois maximiza o ganho esperado minimo.

Exemplo 40. considere-se o exemplo 20, mas em que se desconhece a distribuicdo de probabilidade da procura, mas
conhece-se a sua média e o seu desvio padrdo. Relembremos os dados do problema:

V=70; p,=20; €C=50; =15 u=3000 ;0 =300
Vem entao para (3.142)
_ 7542 75, 75 _
35t T35t 70_0

t4
Utilizando o solver, chega-se a uma raiz positiva com t =1,891 , vindo entdo Q = 3 567, valor que fica bastante acima dos
3 025 obtidos com o conhecimento da distribuicdo normal com a mesma média e 0 mesmo desvio padrao (costuma dizer-
se que a ignorancia paga-se). Com esta solugdo, verifica-se que E[G(Q)] = $24 545, abaixo, como se esperava, dos
$51 020 obtidos com a distribuicdo normal:

1 1 1

> — — _ _ _
E[G(Q)] = (70 — 15) * 3 000 — (50 — 15) = (3 000 + 300 = 1,891) — (90 15)*300*<1,891+2*1,8912+6*1’8913>
=$24545 = E[G(Q)] =G
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Nota. O modelo poderia ser resolvido minimizando o custo maximo, obtendo-se 0 mesmo resultado, e vindo E[CT(Q)] <
$185 455.

Suponhamos agora que a distribuicdo € simétrica (ver Starr e Miller), vem entao

1/1 1 1
EIG(Q)] = (V=D — (€~ Dk +0t) = (V +py - z>a§(;+2—tz +@) = EIG@)] = E

W (C-Do+V+p,—Dos( s+ mtos)=0
dt g Pv S\ 8247

ou seja,

4 V+py=D) 2 (V+py—1) _ V+py—1) _
2D ¢ 2D ac-p 0 (3.143)

Resolvida esta equacdo, obtém-se seguidamente o valor de Q resultante desta informacé@o adicional. Retomando o
exemplo anterior, verifica-se que obtemos como raiz t = 1,440, dai resultando Q = 3 432, valor mais baixo do que o
anterior, resultante da informacgéo adicional quanto a simetria da procura. Com esta solugédo, verifica-se que E[G(Q)] =
$ 33 727, valor ja mais préximo do valor obtido para a normal. O custo total serd agora E[CT(Q)] < $176 273.

Nesta resolucdo admitiu-se que a reserva de quartos, Q, fica acima da média, visto que F(Q*) = 0,533 valor superior a
0,5, como se confirmou com a utilizacdo da normal (numa distribuicdo simétrica, quando o valor da funcéo de distribuicao
esta acima de 50%, o0 seu argumento € superior a sua média). Mas, claro que esta hipotese depende dos parametros

- L. . . . ~ -C .. -
utilizados no modelo. Uma regra pratica muito intuitiva recomenda que se a relagao I;Tz tiver um valor elevado préximo de

1, deve considerar-se Q = u + at; se, pelo contrario, esta relacdo tiver um valor baixo, proximo de 0, deve considerar-se
Q = u — at; quando esta relacdo estiver proximo de 0,5 recomenda-se ensaiar as duas hipoteses.

Vejamos o0 que acontece quando escolhemos a hip6tese Q = u — at. Novamente de acordo com Starr e Miller, que

apresentam a demonstracao, neste caso vem para o valor esperado a seguinte desigualdade: 28
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E[GQ] =V -Dp—(C—D@—0t) = 2to(V +p, — D) — V+p, — Do (3 + 35+ 25) = EI6(@] = & (3.144)

O valor de t qgue maximiza esta expressao € a raiz da seguinte equacao

4 _ W+py,—D 2 _ W+py,—D _ W+py,-D _
2(V+py,—-D—(C-1) 2(V+py,—-D)—(C-1) 4(V+p,-D-2(C-1) ~ 0 (3.145)

Como a relacéo % = 0,533 esta proxima de 50%, calcule-se a politica na hipétese de Q = u — at utilizando 0 mesmo

exemplo. Neste caso temos de resolver a equacao (3.138) com os parametros do modelo, isto &,

75 , 75 75
—t?P——t—=—==0

tt — =
115 115 230

vindo t = 1,194 e Q = 2 642, verificando-se que E[G(Q)] = $ 18 695, abaixo do valor $ 24 545, obtido para a solucdo Q =
3 567, que nestas condi¢des, a luz do exposto, deve merecer preferéncia.

18.3 Modelo de Periodo Unico com Custos de Ruptura Fixo e Variaveis

Suponha-se agora o modelo mais geral, mas em que existe um custo de ruptura proporcional e um custo de ruptura
independente do nimero de unidades em falta. Mantendo as designacdes, o modelo vem entao

_(vx-co+1@- X<Q
¢@ =vg-co-p,x-0Q) —p, X>Q
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Sendo o respectivo valor esperado dado por
E[GQ@] =V -Du—(C-DQ—V+p,—D [, (x~Q fxdx—py [, f(x)dx (3.146)

1) 1 1 1 () 1
Fazendo novamente Q = u + at, e sabendo que fu+at(x —p—ot) fdx<o(G+57+-5) € fuwtf(x)dx <5, vem

1
EGQI=WV-Du—-(C€C-D(pu+at)—V+p, — l)a( +2_t2 + 6t3) prs=G (3.147)
G 1 1 1)\ 2pf
E=—(C—l)0+(V+p,, Do Ftatoa)tm =0
4 _ Wipy=0 o  Wipy—Da+2py — (V4py,—D) _
t (c-D t* (c-Do t- 2(c-) 0 (3.148)

cuja solucéo permite obter o valor de Q.

Exemplo 41. Considere-se o exemplo anterior, mas em que adicionalmente existe um custo fixo de ruptura de 5 000 $.

Esta situacdo corresponde a do exemplo 22, mas desconhece-se, neste caso, a distribuicdo de probabilidade.
Relembremos os parametros do modelo: V = 70; C = 50;1 = 0; p,, = 20; p =3 000; ¢ =300; py =5 000.
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Considerando o valor dos parametros, a equacao a resolver é a seguinte:

75 , 650 75

T t—-—=0

4 _
t 35t 21 70

vindo t =1,992 e Q = 3 598. Substituindo em (3.147), obtém-se o ganho esperado minimo dado por E[G(Q)] = $ 23 219.
Como se disse, este valor resulta da maximizacédo, em ordem a t, do ganho esperado minimo.

19. Modelos (Q; r) de Ponto de Encomenda em Futuro Incerto

As condi¢cBes que presidem a analise destes modelos sdo as mesmas dos modelos aleatérias, excepto o facto de a
distribuicdo de probabilidade da procura ser desconhecida, embora se conhecam a sua média e 0 seu desvio padréo.
Tudo o resto se mantém, incluindo as hipoteses simplificadoras utilizadas. A politica consiste nhovamente em determinar
Qer.

19. 1 Modelo (Q; r) de Vendas Diferidas e Custos de Ruptura Variaveis

Como vimos nos modelos aleatorios, a expressao do custo esperado anual é dada por
D Q D oo
CT(Q,7r) = Ag+lIC [r —u +§] + pafr (x —1r)f(x)dx
Como a distribuicdo de probabilidade é desconhecida, faca-se r = u + at, vem

CT(Q,¢t) = A% +IC [at + g] + p%f::ot(x —u—ot)f(x)dx
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[oe)

Como [ (x—p—ot)f()dx <o (3 +-5+ ), vem

6t3

D Q D (1,1 , 1\ _ —=
CT(Q,t)SA5+IC[at+E]+p60(;+ﬁ+@)—CT (3.149)

em que CT representa o custo esperado maximo que se pretende minimizar relativamente a Q e a t.

A forma mais simples, embora aproximada, de resolver este problema consiste em considerar que a quantidade a

encomendar, Q, é independente do ponto de encomenda, r, e assumir o Q@ de Wilson, minimizando o custo maximo, CT,
em ordem a t, vindo

aCT D /1 1 1
———=I1Cc—p-o|5+=+ =0

at Q \ez2' 3 2%
ou seja,
4_PD 2 PD, PD _
t 1cqt 1cqt ZICQ—O (3.150)

A obtenc&o de t permite calcular o ponto de encomenda e em seguida o stock de seguranca, bem como €T, o minimo do
custo maximo esperado, ficando entdo a politica identificada.

N&o assumindo a independéncia entre a quantidade a encomendar e o ponto de encomenda, pois elas de facto ndo sao
independentes, temos de resolver o sistema de estacionariedade,

aCT _ AD I¢ D (1 1 1)
a0 @2 2 P\t 22T 63) "
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aﬁ_m D 1+1+1 o
ac ¢ an t2 3 2t4)

e resolver em ordem a Q@ e t. Explicitando em @, vem

B 2AD+pD 2+1+ 1
Q= ic "1c’t T e 3t3)

_pD 1+1+ 1
Q_IC t2 3 2t4

A obtencédo de Q e t é feita de forma iteractiva e possibilita o estabelecimento da politica de stocks.

(3.151)

Exemplo 42. Considere-se 0 exemplo 26, mas em que se desconhece o comportamento probabilistico da procura.
Relembremos os parametros do modelo:

D = 10000 unidades; €=50+5+0,02+50+1+0,5=57,5% I1=0,15 IC=0,15+x57,5=8,625;p=66%; A =
500+ 600 =1100; E(X)=y=i*10 000=416,7;0=900\/§=183,71; Q,, = 1597 unidades.

Considerando que Q € independente de r, resolvemos (3.143) com os parametros referidos,

66+10000 o 66+10 000 6610 000 0

4 _ 7R — =
t 8,625+1 597 8,625+1 597 2+8,625%1 597

sendo t = 7,40, vindo Q = 1597, r = 1777, Stock de Seguranca = 1360 e CT(1597,1777) < 36 484%.
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Se aplicarmos (3.151), os resultados s&o: t =5,69, vindo Q =2821, r =1461, Stockde Seguranca=1044 e
CT(2821;1461) <33337%, que compara com o0 custo esperado quando se conhece a distribuicdo e que é
CT(1666;788) = $17 571.

Se dispusermos da informacédo de que a variavel aleatéria é simétrica, o resultado vem melhorado. Com efeito, obtém-se:

t =4,40, vindo Q = 2477, r = 1225, Stock de Seguranca = 808,22 e CT(2477;1225) < 28 337, resultados melhores
do que os anteriores. Portanto, a medida que dispomos de mais informacdo, os resultados, como se esperava, vao
melhorando.

19. 2 Modelo (Q; r) de Vendas Diferidas e Custo de Ruptura Fixo
Neste caso a expressdo do custo médio anual é dada por
CT(Q,r)=A2+1IC [r —u +9] +p2P(X >1)
Q 2 Q
Fazendo novamente r = u + ot, vem

CT(Q,0) =A%+Ic[at+§] +p%P(X—u > ot)

ComoP(X —u>ot) < tlz , entéo
Pr-tr (3.152)

D Q
CT(Q,0) SA6+IC[at+E]+th—2_
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sendo
or _ _AD 1€ D1 0
aQ Q% 2 Q2 2
aﬁ—IC 2 Dl—O
ac ¢ th3
vindo
_ [24D  2pD
Q= IC ' ICt?

(3.153)

. 3| 2pD
~ |ICoQ

Também aqui podemos assumir para Q o valor de Wilson e, partir dai, determinar t, ou, em alternativa, resolver o sistema
(3.153).

Exemplo 43. Considerem-se os dados do exemplo 28, excepto o comportamento probabilistico da procura, que é
desconhecido. Relembremos os dados do problema:

D = 10000 unidades; €=57,5%; I =0,15; IC=8,625;p=1000%; A=1100; E(X) =pu=416,7; 0 = 183,71.

Se considerarmos o Q de Wilson, vem t = 1,992, r = 783, Stock de Seguranca = 365,9 e CT(1597,783) < 18 509 §$.

Se considerarmos Q dependente de t e resolvermos (3.146), vem: Q = 1783; t = 1,92; r = 769; Stock de seguranca =
352,7 e CT(1783,769 ) < 18 422 $, valores bastante proximos dos anteriores. Uma informacao adicional sobre a
simetria da procura permitia ainda baixar o minimo do custo maximo esperado.
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19. 3 Modelo (Q; r) de Vendas Diferidas e Custos de Ruptura Fixo e Variaveis

Neste caso a expressdo do custo médio anual é dada por
— 2D _ Q Doy _ b
CTQ,r) = AL tIC [r n+ 2] + p,,er (x r)f(x)dx+prP(X > 1)
Fazendo novamente r = u + ot, vem

D D (o D
CT(Q.8) =Ag+IC ot + 3| + P g e — 1= 0Of(D)dx + py o P(X — > o1)

Comof (x—u—at)f(x)dea(%+2—:2+6—:3)e P(X—u>at)st12,vem entao

u+ot

D Q D1
CT(Q,t)SA5+IC[at+E]+p,,Q (+ﬁ+6t3)+pfm2 CT (3.154)

sendo

1 1 1 D1
S0 = g tr Pgo(itiatea) Prga=0

=IC D 1+1+1 —ap 2 o
at 9T Pl 2t Pioes =
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Resolvendo em ordem a Q e t e explicitando em Q, vem

_+_
t t2 3t

24D p,Do(2 1 1 psD
[emeen

(3.155)

p,D(1 1 1 psD
= | =+=+—|+2
="Tc <t2 T8 T AGice

De igual modo a obtencédo de Q e t é feita de forma iteractiva e possibilita o estabelecimento da politica de stocks, isto €,
conhecer Q, r e o stock de seguranca. Para uma abordagem mais simples, como ja se disse, pode utilizar-se o Q de
Wilson, e calcular o t a partir da segunda equacao de (3.155).

Exemplo 44. considere-se um sistema de ponto de encomenda, com procura com meédia e desvio padrdo no prazo de
reaprovisionamento conhecidos, com u =50 e o = 10, sendo 0s restantes parametros os seguintes: A =1 000€, D =
1800, IC = 10€, p,, = 20, py = 500.

A resolucdo pelo solver indica Q* = 629 e t* = 3,06, vindo entdo um ponto de encomenda r* = 50 + 3,06 * 10 = 81.
Como o modelo € de vendas diferidas o stock de seguranca é s* = 30,6. se utilizassemos o Q@ de Wilson obtinhamos
valores semelhantes para o ponto de encomenda e para o stock de seguranca. Os valores neste caso sdo 0s seguintes:
Q" =600,t" =3,1,r" =81 e s" = 31, sendo a sua obtencdo um pouco mais simples.

Se assumissemos que o comportamento da procura era normal, e continuando a utilizar o Q de Wilson, a aplicacdo da
segunda expressao de (3.104) permite obter um ponto de encomenda de r = 69,7 = 70 e um stock de seguranca de =
s = 19,7, valores mais baixos, como se esperava.

Nota. As simplificacGes ja referidas nos modelos aleatdrios, quando py € muito pequeno comparado com p,, € vice-versa,
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podem tambem fazer-se nestes modelos, fazendo p = p,, + py € aplicando, respectivamente, (3.151) e (3.153), que séo
casos particulares de (3.155), quando py = 0 e p,, = 0, respectivamente.

Faca-se esta simplificacdo considerando apenas o custo fixo, somando-lhe, no entanto, o custo variavel p,, = 20. Tem-se
entdo p = 520. Aplique-se (3.153), isto é, t = 3/% e assumindo o Q de Wilson, Q@ = 600. A obtencdo da raiz cubica

anterior indica t* = 3,15, o que da um ponto de encomenda r* = 81,5 ~ 82 e um stock de seguranca s* = 31,5,
valores praticamente semelhantes aos obtidos atras sem esta simplificacao.

19. 4 Modelo (Q; r) com Vendas Perdidas e Custos de Ruptura Variaveis

Neste modelo, a expressao dos custos anuais, como sabemos de (3.103) dos modelos aleatérios, € dada por

CT(Q,r) = Ag +IC [r —u+ g] + (IC + pg) froo(x —r)f(x)dx
Seguindo o mesmo procedimento, fazendo r = u + ot, vem
CT(Q.t) = Ag+IC|ot+ 2|+ aCc+pQ) [ (x— - ot)f(X)dx
’ Q 2 Q’ ‘utot

au seja,
D Q D, (1 1 1\ _ -
CT(Q,t) SA6+IC[at+E] +(IC+p5)a(?+ﬁ+ )=¢T (3.156)

613

Mais uma vez, podemos assumir o Q de Wilson e optimizar em t, isto €, com
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T _ 1eo—aac+pDo(L+1: 1) =0
ac ¢ ( pQ)a t2 3 2t4)
vindo
4 _ ﬂ 2 _ _ pD 1
tt— 1+t - (1 ICQ)t (1+179)7=0 (3.157)

ou entdo, tal como fizemos atras, resolver em ordem a Q e a t o0 sistema de estacionariedade a seguir

aCT _ AD+IC D 1+1+1 o
a0 @2 2 P\t 227 63) "

T _ 1co—ac+p> 1+1+1 =0
ac 7 ( pQ)a 2t4)

ou,

toeoG ey

2AD pD 2 1 1
Ic ' IC tz2 3t

(3.158)
1 1

_pD (1 B +2t4)

Ic[l ( +1+214)]
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Exemplo 45. Considere-se o exemplo 29, mas em que se desconhece o comportamento probabilistico da procura.
Relembremos os parametros do modelo e consideremos numa primeira abordagem a utilizacdo do Q de Wilson.

D =10000; C=57,5% I=0,15; IC=8,625;p=9,5%,4A=1100; E(X) =pu=416,7,0 = 183,71; Q, = 1597

Neste caso vem t =2,108 e r = 804. Como no modelo de vendas perdidas o stock de seguranca depende do numero de
unidades perdidas por ciclo, sendo igual ao ponto de encomenda menos a procura média durante o prazo de
reaprovisionamento, acrescido do niumero de unidades perdidas por ciclo, e estas sdo desconhecidas, tomamos o seu

majorante por ciclo ja utilizado para determinar o limite superior dos custos esperados, e que é dado pela expressao

f:o(x -rf(x)dx <o G + zitz + %) vindo entdo o limite superior do Stock de seguranca igual a s = 498, 3, que pode ser

assumido como o stock de seguranca, embora seja um limite superior. Finalmente, CT(1 597; 804 ) < 24 682 $.

A optimizacdo da quantidade a encomendar, através da resolugéo de (3.158), da os seguintes resultados :
t=2984; Q =2040; r =965; Stock Seguranca = 621,2; CT(2 040;965) < 23 5788 $.

19. 5 Modelo (Q; r) de Vendas Perdidas e Custos de Ruptura Fixos e Variaveis

Tal como ja foi referido nos modelos aleatérios, o modelo de vendas perdidas tem sempre uma componente do custo de
ruptura que é proporcional, que € o beneficio ndo realizado decorrente da perda da venda. Por isso, no modelo de vendas
perdidas existe sempre uma componente variavel do custo de ruptura, pode é ser relativamente pequena no contexto dos
custo de ruptura.”’e por essa razdo que nao consideramos separadamente o cenario de apenas haver um custo fixo,
apenas em nota nota de simplificacdo quando a componente variavel for muito pequena.

Mantendo as designacdes, ja sabemos dos modelos aleatérios, de acordo com (3.107), que a expressao do custo
esperado no caso de vendas perdidas € dada por
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CT(Q, 1) = Ag+ IC [r —u+§] +pfgf:of(x)dx+ (IC+p,,%) f:o(x—r)f(x)dx

O desconhecimento de f(x) leva- nos a fazer r — u = ot e a considerar novamente fr°° fdx=PX—pu>r—p) <1/t

x—pu—-—ot)f(x)dx < a(— + =+ —) dai resultando

u+ot th 6t3”’

CT(Q,t)SA%+Ic[at+§]+pf 24+ (IC+p, )0'( )=CT (3.159)

Entéo
aCT _ AD IC D 1 b /1, 1 1)_,
aQ - Q2 ' 2 pfqztz psz 2t2 " 6t3)
aCcT D D /1 1 1
rT ———=1Co — prF—(IC+p,,Q)0' +t3+2_t4 =0
Ou

_ |24D N D[6p,0t? + (6ps + 3p,0)t + p,0]
4 IC 3ICt3

(3.160)
D[2p,0t? + (4p; + 2p,0)t + p,,0]
ICo (2t* — 2t2 -2t — 1)

Q:
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Exemplo 46. Considere-se o exemplo 30, mas em que se desconhece o comportamento probabilistico da procura. Ou
seja, com a seguinte informacao:

C=57,5% I=0,15 IC=8625; A=1100; E(X)=p=416,7; ¢ = 183,71, p; = 1000 $; p, = 9,5.

Considerando o @ de Wilson, obtém-se os seguintes resultados: Q = 1597;r = 830;t = 2,249; Stock Seguranca =
515,7 e (T(1597;830) < 25560 $. Optimizando o Q através de (3.160), obtém-se: Q =2057;r =1012;t =
3,242; Stock Seguranca = 661,2 e CT(2 057;1012) < 23 452§.

Nota. As simplificacbes ja referidas podem igualmente ser feitas aqui. Assim, quando p; € muito pequeno quando

comparado com p,, subsitui-se em (3.160) p,, por p =p, + py e faz-se p; = 0; quando p,, € muito pequeno quando
comparado com py, substitui-se este por p = p,, + py e faz-se p,, = 0.

19. 6 Modelo (Q; r) com Nivel de Servico

O desconhecimento do custo de ruptura leva a que se estabelecam medias de performance para o sistema de stocks,
como ja vimos. Também aqui podemos determinar a politica, mesmo desconhecendo o comportamento probabilistico da
procura, mas conhecendo a sua média e a sua variancia. Mais uma vez consideramos apenas as duas medidas do nivel
de servico ja referidas a proposito dos modelos aleatorios, a MLS1 e a MLS2. Como j& se disse, esta abordagem visa
apenas determinar o ponto de encomenda, ja que a quantidade da encomenda é dada pelo @ de Wilson. Tal como nos
modelos aleatérios, o ponto de encomenda € calculado da mesma forma para o modelo de vendas diferidas e de vendas
perdidas.
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1. Medida SLM1

Como se disse, esta medida estabelece uma percentagem para a procura espera que é anualmente satisfeita, isto é

Eln(xn) g
D

= @, = 1 - E%nl ou EnX,r)] =1 -ay)Q

SIM1 =1 — 0

Como Q é desconhecido, considera-se o Q de Wilson. No entanto, como a distribuicao de probabilidade € desconhecida,
fazendo r = u + ot e aplicando a desigualdade ja referida, vem entéo

ElnX,)] = | Ge—r) fdx = fﬂ Gmp-o0 fdx=(1-a)Q < 0+ +2r)

0 que permite determinar t resolvendo a seguinte equacéo

1+1+1_(1 )
N\t 22 63) " @1)Q

ou

3 _ g 2 _ 4 . o _
t (1—a1)Qt 2(1-ay)Q t 6(1-a))Q 0 (3.161)

Depois de fixado o valor de SLM1 = a4, obtém- se o valor de t, e seguidamente de r. Os valores obtidos para Q e r
caracterizam a politica e partir deles podemos obter o stock de seguranca. Se o sistema for de vendas diferidas, o stock

. . . 1 1 1 T .
de seguranca sera r — u; se for de vendas perdidas, serar —u+ o (; tozt @)' indicando nesta caso um valor maximo
para o valor esperado do stock minimo, ou stock de seguranca.
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2. Medida SLM2

Com esta medida estabelece-se um valor para o numero esperado de ciclos durante 0 ano em que ocorre ruptura. Seja
a,esse valor. Entdo

SLM?2 =P(X>r)g=a2 ou PX>7)=a,3

Igualmente utilizamos o Q@ de Wilson, fazemos r = u + ot e aplicando directamente a desigualdade de Tchebychev, para

vem

Q 1
PX>T)=PX-p>r-p=a <5

sendo o valor de t obtido através da relagcéo

= |2 (3.162)

Depois de obtido o t, obtém-se r, ficando a politica determinada.

Exemplo 47. Considere-se o exemplo 31, em que face ao desconhecimento dos custos de ruptura se estabeleceram
SLM1 =98% e SLM2 = 0,5.

O sistema é de vendas diferidas com Q,, = 1597; SLM1=1-— E["(g’r)] =a; = 0,98, ou seja, E[n(X,r)] =0,02Q =

31,942; u = 416,7; o = 183,71. Entdo, aplicando (3.161), tem-se

3 183,71 - 183,71 183,71

0,02x1597 0,04+1597 N 0,12%1597
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cujaraiz € t = 6,237, vindo r = 1563 e Stock Seguranca = 1 145, 8, valores bastante elevados quando comparados
com os do modelo aleatério correspondente.

Se SLM1 = 95%, teremos r = 925 e Stock Seguranca = 508,2, com t = 2,766. Ou seja, o ponto de encomenda é
muito sensivel ao nimero maximo de unidades diferidas que se estabelece.

Por outro lado, mantendo SLM1 = 98%, mas dispondo da informacdo adicional de que a distribuicdo da procura &
simétrica, os resultados, quer do ponto de encomenda quer do stock de seguranca, vém substancialmente reduzidos.
Com efeito, neste caso tem-se:t = 3,348; r = 1 032; Stock Seguranca = 615,1.

Com a medida SLM2 = 0,5, vem, apos aplicar (3.162), t = 3,539, r = 1067 e Stock Seguranca = 650,1. No caso de
simetria da procura, os valores da politica seriam: t = 2,502, r = 876 e Stock Seguranca = 459, 7.
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20. Modelos de Calendario (R, T) em Futuro Incerto

Nos modelos de calendario continua a supor-se que apenas se conhecem a média e a variancia da procura, em qualquer
periodo de tempo, e a abordagem sera semelhante, estabelecendo limites superiores para o numero de unidades em
ruptura ou para a probabilidade de ruptura, minimizando-se o custo maximo esperado que resulta desses limites
superiores. Eventualmente o conhecimento adicional de que a variavel aleatéria é simétrica permite melhorar os
resultados, na medida em que € uma informacéo adicional.

20. 1 Modelo (R, T) de Vendas Diferidas e Custos de Ruptura Variaveis

Relembremos a expresséo do custo médio anual esperado
K TD 1 o0
CT(R,T) =7 +1IC [R —p- 7] + p;fR (xp4r — R f(xpqp)dxpyr

. . . . . 1
Trata-se de estabelecer um limite superior para as unidades diferidas anualmente, P f;o (xp+r — R f(xp4r)dx .7, fazendo
R = pr,p + tor,;, dai decorrendo a expressao o custo maximo esperado anualmente, que se procura minimizar,

K TD 1 1 1 1
CT(t,T) < 7+ IC [t0T+L +7] +p;0’T+L (?+ﬁ+§

) =CT(tT) (3.163)

A minimizagdo em ordem a t, a semelhanca do que foi feito nos modelos de ponto de encomenda, implica

acT 1 1 1 1
ot 1o —Prorulgtatoa)=0
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Ou seja,
4_ P 42 P, P _
t ICTt ICTt 2ICT 0 (3.164)

Cuja solucéo permite determinar a politica para T dado, isto é, para um periodo de revisédo estabelecido.

Exemplo 48. Considere-se o exemplo 32, mas em que se desconhece o comportamento probabilistico da procura,
embora se conheca a procura média e o desvio padrdo por unidade de tempo, e as revisdo estdo fixadas
guadrimestralmente. A informacéo disponivel é entdo a seguinte:

4 1
D=1200; €=100; K(A+))=1000; I=012IC=12; p=200; T=2=033@3); L=g;=00192
p=231;0=961 p.r=423,1,;0,.5 = 41,14.

Os resultados obtidos foram t = 7,554; R = 734; Stock Seguranca = 310,7; CT(R,T) = 12 622 €, resultados que se
podem considerar relativamente modestos, em comparagdo com 0s obtidos em contexto aleatorio. Note-se que o custo de
ruptura unitario €, em termos relativos, muito elevado. A utilizacdo de um custo de ruptura de 20, em vez de 200, da os

seguintes resultados: t = 2,68; R = 534; Stock Seguranca = 110,5; CT(R,T) = 7 837 €.
A informacao adicional de que a procura é simétrica, com p = 200, permite melhorar um pouco os resultados. Neste caso,

tem-se: t =5,476;R = 648; Stock Seguranca = 225,3; CT(R,T) =10575. Com p = 20, os resultados seriam: t =
2,01; R = 506; Stock Seguranca = 82,8; CT(R,T) = 7 184 €.

20. 2 Modelo (R, T) de Vendas Diferidas e Custo de Ruptura Fixo

Neste caso a expresséo do custo médio anual é dada por

107



ISEG — CURSO DE MAEG 2017/18 - INVESTIGACAO OPERACIONAL I

K TD 1
CT(R,T) =7+ IC[R—u—T] +p7P(Xry > R)

vindo

CT(t,T) <7 +IC|tor, — 22| +p1 = CT(ET) (3.165)

Ou seja, para T dado,

_3 2p
t = /1 o (3.166)

cuja solucéo permite determinar a politica para T dado, isto €, para um periodo de revisdo estabelecido.

Exemplo 49. Considere-se o exemplo 33, isto €, o exemplo anterior mas com um custo de ruptura fixo de 1 000 €. Isto é,
4 1

D=1200;, C=100; K(A+J)=1000; I=0,12;IC=12; p=1000; T =13 = 0,33(3); L =53 = 0,0192;

u=23,106=961; u,.r =423,1,;0,.r = 41,14.

Os resultados obtidos foram t = 2,299; R = 498;Stock Seguranca = 94,6; CT(R,T) =7 103 €, resultados ja& mais
proximos dos do correspondente modelo aleatério. A informagédo de que a procura é simétrica permite ainda melhorar

mais os resultados, vindo t = 1,825; R = 518; Stock Seguranga = 75,1; CT(R,T) = 6 751€.

20. 3 Modelo (R, T) de Vendas Diferidas e Custos de Ruptura Fixo e Variaveis

Neste caso a expresséo do custo médio anual é dada por
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TD

K 1 1 foo
CT(R,T) =7 +1IC [R —u- 7] + P PXrer > R) + g [ (crar — R (xpyr)dxp iy

vindo

5 +=) =CT(tD) (3.167)

K TD 11 1 1
CT(t,T) < +IC [t0T+L - 7] TPrrE T Pv 0T+ (? twetes

Com a condicéo de estacionariedade

1 1 1
Tt~ 1Cor - ﬁ‘?"“t(t—zh—s*ﬁ)ﬂ

ou seja

4 _ Py .2 (DPv Pf)_pv:
t ICTt (ICT+ZICTGT+L t 2ICT 0 (3.168)

cuja solucdo permite determinar a politica para T dado, isto €, para um periodo de revisdo estabelecido.

Exemplo 50. Considere-se por exemplo um sistema de calendario com os seguintes parametros:

D=1200; C=100; K(A+J)=1000; I=0,12;IC=12;p,=20; p; =1000; T=li‘2= 0,33(3); L=—=
0,0192; pu=23,1,06=9,61; u,,r =423,1,;0,.5 = 41,14.

Aplicando (3.168), vem t = 3,614; R = 572; Stock Seguranca = 148,7; CT(R,T) = 8 634£.

Nota. As simplificacbes ja referidas podem igualmente ser feitas aqui. Assim, quando p; € muito pequeno quando
comparado com p,, subsitui-se em (3.168) p,, por p = p, + py € faz-se py = 0; quando p, € muito pequeno quando

comparado com py, substitui-se este por p = p,, + py e faz-se p,, = 0. Mas obtém-se resultados menos rigorosos.
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20. 4 Modelo (R,T) de Vendas Perdidas e Custos de Ruptura Variaveis

Neste caso a expressdo do custo médio anual é dada por

TD

CT(R,T) = % +1IC [R —n- 7] +UC+ ?) f;o(R = xpep) f(xpp)dxpyr

Ou seja,
K TD 1 1 1 1
CT(tT) < 2+ IC|tor, — 2| + UC+pDory (;+55+55) = CT@T) (3.169)
Miinimizando em ordem a t, vem
aCT 1 1 1 1
W=ICGT+L_(IC+pT)GT+L t_2+t_3+ﬁ =0
cuja solucédo, para T dado, é a raiz da equacao
4 _ P Ng2 PNy pN1_
t*—(1+ ICT)t 1+ ICT)t 1+ ICT)Z =0 (3.170)

Exemplo 51. considere-se o exemplo 34, mas com desconhecimento da funcao de densidade da procura. Os dados sao
0S seguintes:

D =10 000 unidades; T = % =0,25anos; L = %5 = 0,042 anos;€C =57,5%; 1 =0,15; IC=0,15%x57,5=8,625$;

p=95$A4A=1100;J=300%; pu= ‘;—25* 10 000 = 416,7; 5 = 900 /‘1—25 =183,71; py.r = 2916,7; oy .r = 486,1.
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Os resultados obtidos sao:

t=2,776;R = 4 266; Stock Seguranca(max) = 1559,6; CT(t,T) = 41 423 $, valores bastante acima dos obtidos como
correspondente modelo aleatério.

Considerando simetria no comportamento da procura, vem: t=2,078;R = 3927;Stock Seguranca(mix) =
1159,5; CT(t,T) = 35662 $.

20. 5 Modelo (R,T) de Vendas Perdidas e Custos de Ruptura Fixo e Variaveis

Como ja dissemos atras, pelo menos o lucro néo realizado com a perda da venda € proporcional, pelo que o custo de
ruptura tem, neste caso, duas componentes, uma fixa e uma variavel. Sendo p; o custo de ruptura fixo e p,, o custo de

ruptura proporcional, incluindo o beneficio ndo realizado, o valor esperado dos custos anuais é, como se sabe, dado por

K D oo ® , o
CT(R,T) =L +1IC [R —H-+ Jo (R— xL+T)f(xL+T)de+T] + ng f(xpep)dxp,r + prR (R—xpyp) f(xpyr)dxpyr

Assumindo novamente que se as médias e variancias para a procura por unidade de tempo sao conhecidas, e fazendo
R = pryp + toy,y,
Vem, sucessivamente

1

CT(tT) <7 +1C(tor, — 2| + 25+ UC+ B 0ry, (T 455

T t2

+-5)=CT(tT) (3.171)

aﬁ Pr

Do 1 1 1
W:ICGT+L_2T3_(IC+ )O-T+L t2+_+_ =0

ou
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4 _ Pv~Ng2 Py pf _ Pvy1
E = At — (At i T 2 e )t~ (i) 2 = 0 (3.172)

Exemplo 52. Considere-se o exemplo anterior, mas em que adicionalmente existe um custo de ruptura fixo de 3 000 $.

Neste caso t = 3,056; R = 4 402; Stock Seguranca(max) = 1673,2,6; CT(t,T) = 42 833 $. Se assumirmos simetria, 0s
valores baixam e séo t = 2,315; R = 4 042; Stock Seguranca(max) = 1387,6; CT(t,T) = 36 904$.

Nota. Também aqui se pode aplicar a nota anterior (ver nota da pagina 108).

20. 6 Modelo (R, T) com Nivel de Servico

Tal como nos modelos aleatérios, o desconhecimento dos custos de ruptura ou a pouca confianga nas suas estimativas,
leva também aqui ao estabelecimento de medidas de performance, ou niveis de Servico. A metodologia € semelhante. As
duas medidas do nivel de servi¢o consideradas tém a ver com a probabilidade méaxima de ruptura em que se quer incorrer
(SLM2), ou com o numero esperado maximo de unidades em ruptura (SLM1). Trata-se de estabelecer valores maximos
para essas medidas utilizando as desigualdades anteriores, como temos feito, e determinar o t correspondente, o qual
permite seguidamente determinar o nivel da Politica R, para um T dado e previamente fixado. Note-se que também
agora, como se desconhecem os custos de ruptura, ndo se minimizam 0s custos esperados maximos.

1. Medida SLM1

Esta medida estabelece uma propor¢éo (ou percentagem) para a procura esperada que € anualmente satisfeita, isto é

E(RD)] 7
SIM1=1-—""-I=a; ou E[RRT]=(1-a)TD

para T dado.
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Depois de fixado o valor ay para o nivel de servico SLM1, obtém- se o valor de R, que caracteriza a politica, a partir da
relacéo

En(R,T)] = f,:o(R — xp) f(Xper)dXpsr = (1 — a1)TD < o714y G + 2_:2 + é) (3.173)

quando se faz R = ur, + tor, . Para obter t, basta resolver a seguinte equagéo que resulta de (3.173), isto €,

3 __ __0r+L 2 OT+L _ OT+L _
t (1-ay)TD t 2(1-a,)TD t 6(1-a)TD 0 (3.174)

2. Medida SLM2

Com esta medida estabelece-se um valor para o nimero esperado de ciclos durante o0 ano em que ocorre ruptura. Seja
a, esse valor. Entdo para T e a; fixados,

SLM2 = P(Xy7 > R) 1 =a, ou P(Xy.r > R) = auT

1 .
Fazendo R = ur,; + tor,; € atendendo a que P(X,,r — Uy > toryy) = a;T < Zn obtém- se o valor de R resolvendo a
equagao

= |L (3.175)
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Exemplo 53. considere-se o exemplo 36, mas sem conhecimento dos custos de ruptura e da distribuicdo de probabilidade
da procura, com uma medida SLM2 = 0,5 e com SLM1 = 0,98, e determine-se o nivel da politica em cada caso.

Relembremos os dados do problema:
D=1200; K=1000; IC=12€EX)=pu=23,1; EX;,7) = 123,1; V(X,.7) = 492,16; 0,7 = 22,2; L= é anos;

1
T = ’E anos.

Com SLM2 = a, = 0,5, vem

1
t= [———=4,899

1
O,S*ﬁ

eR=123,1+4,899+22,2 ~ 232 e Stock de Seguranca = 108, 7.
Com SLM1 = a4 = 0,98, vem

22,2 2 22,2 222
0,02x100 0,04+x100 0,12+100

t3 0

sendot=11,587; R =123,1+ 11,587 x 22,2 = 380 e Stock de Seguranca = 257, 1. Ateng&o que os resultados ndo
sdo comparaveis pois as medidas do nivel de servico séo diferentes, em valor e conceptualmente.

Em sintese, nos modelos em futuro incerto, quando se conhece a média e a variancia, mas se desconhece a distribuicdo
de probabilidade da procura, substitui-se a probabilidade de ruptura e o nimero esperado de unidades em ruptura pelos
seus limites superiores obtidos a custa da desigualdade de Tchebychev, operando-se entdo com esses valores para
determinar a politica.
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